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Résumé On considére un probléme de programmation linéaire multicritére sur un polyedre , ou les variables de
décision sont bornées inférieurement et supérieurement. Apres avoir donné certaines propriétés du coéne polyedrique
des poids optimaux et défini les solutions e—efficaces de Pareto, ol € est un nombre positif ou nul donné a ’avance,
on arrive a formuler un théoréme de caractérisation de ces solutions e—efficaces.

Mots clés : Programmation linéaire multi-objectifs, méthode adaptée de programmation linéaire, estima-
tion de sub-efficacité.

3.1 Introduction et position du probleme

A Theure actuelle, la plupart des problemes de recherche opérationnelle qui se posent
dans la pratique, comportent plusieurs criteres devant étre optimisés simultanément.
Alors que pour les problemes monocritere, 'optimum recherché est clairement défini, il
n’en est pas de méme pour les problemes multicriteres, a cause de situations conflictuelles
et contradictoires existant entre les objectifs a atteindre. Pour arriver a de meilleurs
compromis, il est alors vital de définir des relations de dominance entre ces différents
criteres. Parmi ces dernieres, on utilise dans cet article I'optimalité au sens de Pareto qui
nous donne les solutions dites efficaces. Sur la base de la notion d’e—optimalité utilisée en
programmation linéaire et des résultats de Dimkov obtenus pour le cas multicritere sur un
ensemble réalisable dont les variables sont seulement bornées inférieurement (z = 0), on

généralise ces résultats au cas de variables bornées.

Ainsi, considérons le probleme, de Programmation Linéaire Multi-Objectif (P.L.M.O) a

variables bornées, s’écrivant sous la forme canonique suivante :

Cx=7= (21,22,--- ,zk)T — max,
(P) § Az =1, (3.1)
d- <z <dt,
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ol A est une (m X n)—matrice, rangA =m < n; b est un m—vecteur; ¢,x, d- et d* sont
des n-vecteurs ; C' est une (k x n)—matrice dont les lignes sont des n—vecteurs C;,i = 1, k.
Notons
I'={1,2,--- ,m} : Pensemble d’indices des lignes deA,
J={1,2,--- ,n} : ensemble d’indices des colonnes de A ou de C,
K ={1,2,--- ,k} : Pensemble d’indices des lignes de C.
Donnons les définitions suivantes :
— Un vecteur z vérifiant les contraintes Ax = b, d~ < x < d*, est une solution réalisable
( ou plan ) du probleme (3.1). L’ensemble des solutions réalisables est alors donné
par :
X:{xG]R”/Aa::b, d_§x§d+}.
— Soit un sous-ensemble d’indices Jp C J tel que J = JgU Jy, JgNJy =0, |Jg| =m.

L’ensemble Jp est alors appelé support si :

det(AB) = det A(I, JB) 7& 0.

— Le couple {z, Jg} formé du plan x et du support Jp est appelé plan de support.

— Le plan de support {x, Jg} est non dégénéré si :
d; <xzj<df, Vj € Jp.

— En vertu de la partition de J = Jg U Jy, on peut alors écrire et fractionner les

vecteurs et les matrices de la maniére suivante :

T ) )
T = 1:]]\3/ ) $B=($j7 Jj € Jp), ZL"NZ(%‘, jeJIn);

A = A(I, J) = (AB|AN)7 AB = A([ ,JB), AN = A(I ,JN);
C =C(K,J) = (C|Cy), Cp=C(K,Jg), Cy=C(K,Jy).

— La matrice E = CgARz' A—C d’ordre (k xn) est alors appelée matrice des estimations
du plan de support {x, Jg}, ot E est représentée par ses vecteurs colonnes Ej :
E == E(K, J) = (Ej,j S J) == (EB|EN)7 EB == E(K, JB), EN = E(K, JN)

Dans cet article, on ne traite que les problemes non dégénérés, c’est a dire, toutes les
solutions réalisables basiques sont non dégénérées. Rappelons qu’une solution réalisable

basique {z, Jp} est telle que :

xy=d; vd, jey.
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3.2 Les solutions efficaces et leurs propriétés

Définition 3.1 Un point 2° € X est dit solution efficace du probléme (3.1) s’il n’existe
pas d’autre point x € X, tel que Cax = Cz®, Cux # CaP.

Une solution efficace z° est aussi appelée solution optimale de Pareto pour le probléme
(3.1).

Soit X ¥ P’ensemble des solutions efficaces du probleme (3.1) et XE celui de ses solutions
efficaces basiques.

On a alors le théoreme classique suivant :
Théoréme 3.1 [}/
Une solution réalisable 2° est efficace si et seulement si :

INeRF, A>0 tel que AT'C2° = max A\ Cz.

zeX

Soit {z°, Jg} une solution optimale basique du probléeme monocritere (Py) suivant :

C\T — max,

(P) (3.2)
QjeX:{LL‘GRn,ACE:b, d_§$§d+}’

ot A = \C .
Puisque {z°, Jp} est supposée non dégénérée, alors les relations d’optimalité suivantes sont
vérifiées :

E’;‘ =\T'E; >0, pour x? =dy,

Jj € Jn. (33)

EJ’\ =\'E; <0, pour x? = d;r,

On définit alors les ensembles :

Jb={jeJy: MNE;>0 2%=d },

J J
v={ieJv: XNE; <0, z)=d}.

On a bien
JiUJy = Jn.

Il s’ensuit que
Ex = E(K,Jx) = (EY,Ey); Ey=E(K,Jy), Ey=EK,Jy).

On a donc les inégalités suivantes :
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MELZ0 et MEyZ0.

Soit maintenant {z°, Jg} une solution basique efficace du probleme (3.1). On définit

alors I'ensemble des poids A(z?) :
Ay ={ eRF: N(EL, -Ey) 20, A>0} (3.4)

L’ensemble A(z°) représente un cone polyedrique convexe ( en général non fermé). Soit
A(z0) sa fermeture.
Relevons certaines propriétés de I'ensemble A(2°), ott 2° est une solution réalisable basique

efficace.

Proposition 4 Soient {2°, Jg} une solution réalisable basique efficace et~ \ € R¥,

A > 0. On a alors l’équivalence suivante :
NeA@R) = MN02’= max M. (3.5)
xe
preuve 3.1 Condition nécessaire
Soit A € A(x°) tel que

MEY20 <« MNE;>0 29=d;, jeJi;

MEYyS0 < MNE;<0 zi=d;, jely.

I s’ensuit que {2°, Jp} est une solution basique optimale du probléme (Py). Donc

MCz® = max \TCx.
reX

Condition Suffisante
Inversement, soit A € RF, X > 0 tel que :

M C2® = max \'Cx.
zeX
Donc {z°, Jg} est une solution réalisable basique optimale du probléme (Py). Les relations
d’optimalité (3.3) sont alors vérifiées :
MELZ0 et MEyZ0.
Dou X € A(z°). O

En vertu de (3.5), le cone A(x°) est appelé cone des poids optimaux du plan basique

efficace 0.

Avant d’énoncer la deuxieme propriété, donnons la définition et le lemme suivants ;
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Définition 3.2 On dit que X” est extérieurement stable , si :

VeeX, F'ecXF/ Cax<Ca’ Vi=1k

Lemme 3.1. [5, 6] Si X # () est compact et la fonction objective f : X — R¥ continue,

alors X est non vide et extérieurement stable .

O soit une solution efficace unique dans X, il

Proposition 5 Pour que le plan basique x
est nécessaire et aussi suffisant dans le cas ot rang C = n que U'on ait A(z°) = R*, ou

4
]R’_i est le quadrant positif de RF.

preuve 3.2 Condition nécessaire
Supposons que x° est une solution réalisable basique efficace unique ; il est facile de voir

que les conditions du lemme (3.1) sont vérifiées pour notre probléme. Donc
Vee X, Cua<Ca®, i=1k.

D’ou
MOz = max M Cx, Ve R’fr.
xe

D’aprés la propriété 4, on conclut que X € A(z"). Ainsi, on obtient R% C A(z?).
L’inclusion inverse étant évidente, il s’ensuit que A(z°) = RE.

La nécessité est ainsi démontrée.

Condition suffisante

Soit RE. = A(2?), et rangC' =n. Dans A(x"), considérons la suite des vecteurs :

1 1 1 1
)\n — — e _1_... — 1<<k
Y (R R I P P

yeme

ot la j composante est égale a 1. Quand n tend vers linfini on aura
Ay — {(0,---,0,1,0,---,0)}, 1<j <k Dapresla propriété ({), on a :

Le passage a la limite dans ces égalités donne :
0 A
Cijz° = rglggchx, j=1k. (3.7)
SiT € X était une autre solution efficace, elle aurait satisfait en vertu de (3.7) les relations :

C;z < Cpa®, j=1,k
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Supposons qu’il existe un indice ji, avec C;,T < Cj,x". Alors le point x° est tel que
C2*>Cz, C2°+#C7.
Ceci contredit le fait que T est une solution efficace. Donc
Ca®=Cz et C(m—2°) =0.

Comme rang C' = n, alors les vecteurs-colonnes de C' sont linéairement indépendants et

donc T = 2°. D’ou la suffisance est démontrée. [

Proposition 6 Soit XE = {z' 22 --- 2"} l'ensemble des solutions réalisables basiques
efficaces du probleme (3.1). Alors

JAGh) =R,
i=1
ou A(x?) est le cone des poids optimaux du plan basique efficace x'.
preuve 3.3 L’inclusion |J A(z') C RE est évidente. Démontrons Uinclusion inverse :
i=1
Soit X € RE et considérons le probléme (P5) suivant :

(/)\\)TCJJ — max, € X.

Comme X est un ensemble compact, alors ce probléme est soluble et il possede au moins
une solution réalisable basique optimale T. Du théoréme (3.1), on conclut que T € XE. En
vertu de la propriété (4) on a \e A(Z) et donc :

Rt O A(x).

i=1

Par conséquent, la propriété est démontrée. [

3.3 Les Solutions e—efficaces d’un probleme de P.L.M.O

Définition 3.3 Un point z¢ est appelé e—efficace dans le probléme (3.1), s’il existe un

point efficace x° tel que :
Cix’ —Cua*<e, Vi, 1<i<k,

ot € est un nombre réel positif ou nul arbitraire.

Dorénavant, I’ensemble des solutions e—efficaces sera désigné par XF.
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Les propriétés suivantes découlent directement de la définition des solutions e—efficaces :
L XPCXE, Ve>0 et XE=XF | pour e=0.

2.Sie>e >0, alors XP CXZE.

Lemme 3.2. Le point 2¢ € X est e—efficace dans le probleme (3.1) si et seulement s’il
k

existe un point efficace 2° € X tel que pour tout vecteur \ € Rﬁ, > A =1, satisfaisant
i=1

la condition \T'Cz% = max ATCz, I'inégalité suivante a lieu :
rzeX

M (C2® — Cxf) < e. (3.8)

preuve 3.4 Condition nécessaire

Soit ¢ un point e—efficace dans X . Alors il existe un point efficace 2° € X tel que :

Cia® —Cix* <e, i=1k.

k
En vertu du théoréme (3.1), 3N >0, >SN\ =1 tel que \N'Cx° = max M'Cx. Don
i=1 z€

)\Z<CZ£IZ'0 - Czl'e) S )\iﬁ, YV 1= 1, k.

Par conséquent, on obtient

k k
Z \i(Cia® — Ciz) < Z ANie = M(C2" — Cxf) < e
i=1

i=1

Condition suffisante

0

Supposons que pour une certaine solution efficace x°, un vecteur \° tel que,
k

ANeRE, SN =1 et un certain point 2¢ € X, les conditions du lemme sont remplies.
i=1
Soit
X'={7eX: \C7 =max(\")'Cx}.

zeX
D’aprés le théoréme (3.1), tout point T de X° est un point efficace. Considérons alors le
probleme :
€ — max, Cz=Cua‘4+¢, 7€X’, i=1,Fk (3.9)

Soit (Z,€) une solution optimale du probléme (3.9). Puisque T € X°, alors T est une

solution efficace. Montrons que € < €. En supposant le contraire, on aura :

Cr=Cix*+e>Ciz+e, i=1k.
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Donc
NCE>NCaor+Ne, i=1k = M)V 02>\ Ca+e.
Comme 2° et T sont dans X°, alors (\°)T C 7= (\)T C 2°; par suite on obtient :
YT O 2>\ C ot +e.

Cette derniére inégalité contredit I’hypothese du lemme , c’est-a-dire, la relation (3.8) sup-
posée vraie. Par conséquent, il existe un point efficace T € X tel que C;x < Cixt+e, 1=
1, k.

Donc x¢ est un point e—efficace. Le lemme est démontré. [

Théoréme 3.2 (Théoréme de sub-efficacité)
Le point x€ € X est e—efficace si et seulement si’l existe un support Jg et un vecteur

k
ANeRE, A>0, S\ =1, tels que :

i=1

(€ — (€
Y. B@i-d)+ Y Bir-di)<e

E}>0, jeJIN E}<0, jeJIN

ot FA =uTA-)\TC = (E]f\,j € J), le m—uvecteur u vérifiant I’équation uT Ag —\T'Cp = 0,

cest-a-dire, uT = cy AL

preuve 3.5 Condition nécessaire :
Soit x¢ un point e—efficace dans X, alors il existe un point efficace z° € XF tel que :

Ciz® — Ciz < e, 1=1k.

Ni =1, tel que : NTC2° = max \'Cx.

k
—1 zeX

En vertu du théoréme (3.1), 3\ > 0,

k2
On a alors

)\Z(CZ.TO - sze) S /\7;6, 7

ce qui donne :
k

k

i=1 i=1
D’ou
M(C2® - C2%) <e = NTC2" -~ NTCrf<e = Mo —2° <e

Par conséquent, le point x€ est une solution e—optimale du probléme monocritére (Py) :

Ar —max, Ar=0b, d <z<dF.
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D’apreés [2], il existe un support Jg tel que lestimation de sub-optimalité B(x¢, Jg) du plan

de support {z, Jg} soit inférieure ou égale a €, ou

€ . E A/ € — E A/ € +
ij>0’ jEIN EJ.A<0, jEIN
La nécessité est ainsi démontrée.

Condition suffisante :
k

Supposons que pour un certain X € RE. X\ > 0,3 \; = 1 et pour un certain plan de support
i=1
{z¢, Jg}, les conditions du théoréme sont remplies, c’est a dire :

S Bu-g)e Y B-d)<e
E}>0, jeJIN E}<0, jeJIN
Considérons le probléme monocritére ( Py ) suivant :
Az = \TCr — max,
(3.10)
reX={zeR", Az =b, d~ <z <dt}.

Soit 2° une solution optimale de ce probléme. D’aprés le théoréme 3.1, c’est une solution
efficace du probleme (3.1).
Développons alors ’expression :

N2 — 2°) = A Ax = ey Awpg + N Axy.

Puisque 2° et ¢ € X alors on aura AAx =0 et Axg = —ABIANAQTN. En remplacant, on
obtient

MNa® — 1) = Az = (—cpAG Ay + en)Ary = —Exn (2% — 7).
Donc

AAr = A(2® — 2%) = \T(Ca® — Ca°) = Z E} (x5 — 9).
JeJIN

Comme d- < 2° < d*t, on aura :

A (€ A (€ — ; A
EXMa§ — ) < EXNx§ —dy), st E} >0,

J) ="
EMa§ —29) < B}z —df), s E} <O.

De la, on tire

N(Ca® = Ca) = E}a§—a)) < Y Eja§—dj)+ > EMa5—df)<e

Jj€IN E}>0 jeJn E}<0 jeJN
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En vertu du lemme (3.2), on déduit que z¢ est une solution e—efficace du probléme (3.1).

O

Ainsi, a partir du théoréeme 3.2, on peut inclure dans les méthodes de recherche des

solutions efficaces, une procédure qui permet d’arréter le processus lorsque une solution

e—efficace est obtenue.
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