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Résumé Nous présentons une revue unifiée des principaux résultats obtenus dans la littérature par l’utilisation
de la formulation par interpolation, lorsque la seule information disponible est celle concernant les deux
premiers moments. Cette approche permet d’une part, de retrouver la méthode des deux moments en tant que
cas particuliers et, d’autre part, de justifier plus rigoureusement les arguments heuristiques à l’origine de leur usage.
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7.1 Introduction

L’évaluation des performance des systèmes d’attente (temps moyen d’attente, nombre

moyen de clients, . . .) se fait suivant différentes techniques. Parmi les mieux adaptées, on

distingue trois sortes de méthodes :

Les techniques analytiques qui visent à traduire le système à étudier en équations

mathématiques, dont la résolution fournira des informations statistiques sur des va-

riables représentant la qualité de service (taux d’occupation des ressources, temps de

réponse, . . .).

Les techniques de simulation qui permettent d’imiter artificiellement sur ordinateur les

système à étudier et de prévoir leurs comportements avec plus ou moins de précision.

Les techniques d’approximation des deux moments qui se satisfont bien de la seule infor-

mation concernant les deux premiers moments. Celles-ci se basent sur l’interpolation

linéaire ou harmonique d’un paramètre de performance à partir de paramètre de per-

formance calculés pour des systèmes connus.

L’avantage de ce type d’approximation réside dans le fait que des résultats assez ex-

plicites puissent être obtenus pour des situations relativement complexes où les méthodes

numériques et les expériences de simulation constituaient souvent la seule alternative.
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7.2 Approximations des deux moments des systèmes classiques
GI/GI/1

Des efforts considérables ont été fournis dans le but d’obtenir des approximations et

des inégalités rendant compte, dans la mesure du possible, des paramètres de performance

des systèmes GI/GI/1. Au delà de l’intérêt que présentait ce système dans la pratique,

ces études avaient aussi pour objectif de constituer une base solide à l’approximation de

systèmes encore plus complexes tels les réseaux de files d’attente.

7.2.1 Méthodes d’approximation des deux moments des files classiques
GI/GI/1

Dans sa revue des principales approximations obtenus pour les files d’attente de type

GI/GI/1, Shanthikumer [10], a présenté les approximations de diffusion, pour le nombre

moyen de clients dans le système (proposé par Heyman, Kobayashi, Gelenbe et Yu) ainsi

que les approximations heuristiques (Obtenues par Marchal, Kramer et Langenbach-Belz,

Page et Sakasegawa) avec une comparaison numérique dans le but de faire apparâıtre leurs

domaines de validité.

Méthodes de diffusion

En utilisant l’approximation de diffusion, Heyman [2], a montré que le nombre moyen

de clients dans le système pouvait être approximé par l’expression :

N s(HEY ) =
ρCa2 + Cs2

2(1− ρ)
. (7.1)

Où Ca2 et Cs2 sont les coefficients de variation au carré pour les processus d’arrivée et de

service respectivement (variance divisée par la moyenne au carré), et ρ l’intensité du trafic.

Approximation de Kobayashi

En utilisant l’approximation de diffusion avec une limite de réflexion et une normalisa-

tion appropriée, Kobayashi [5] a suggéré l’approximation suivante pour le nombre moyen

de clients dans le système :

N s(KOB) =
ρ

1− ρ̂
; (7.2)

avec

ρ̂ = exp{ −2(1− ρ)

ρCa2 + Cs2
}.
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Approximation de Gelenbe

Avec une limite de retour instantanée dans le cadre du processus de diffusion, Gelenbe

[1] a montré que :

N s(GEL) = ρ+
ρ2Ca2 + ρCs2

2(1− ρ)
. (7.3)

Approximation de Yu

Dans sa comparaison assez limité de l’approximation de Gelenbe avec les résultats de la

simulation, Yu [11] remarqua que l’approximation de Kobayashi était de loin meilleure et

plus performante que celle de Gelenbe. Il se proposa de modéfier les paramètres de diffusion

proposés par celui-ci et aboutit à :

N s(GEL) = ρ+
ρ2Ca2 + ρ2Cs2

2(1− ρ)
. (7.4)

7.2.2 Méthodes Heuristiques

Approximation de Marchal

En proposant de diminuer la borne supérieure donnée par Kingman [4] de sorte quelle

soit exacte pour le système M/G/1, Marchal [7], dans son approximation heuristique du

nombre moyen de clients dans le système, arrive à l’approximation suivante :

N s(MAR) = ρ+
ρ2(1 + Cs2)

1 + ρ2Cs2

{
Ca2+ρ2Cs2

2(1−ρ)

}
. (7.5)

Approximation de Kramer et Lagenbach-Belz

En utilisant les résultats numériques, Kramer et Lagenbach-Belz [6], ont étendu de

manière heuristique l’approximation de heyman. L’approximation équivalente pour le

nombre moyen de clients dans le système devient :

N s(KL) = ρ+
ρ2(Ca2 + Cs2)

2(1− ρ)
g(Ca2, Cs2, ρ); (7.6)

Où

g(Ca2, Cs2, ρ) =

{
exp[−2(1−ρ)(1−Ca2)2

3ρ(Ca2+Cs2)
], Ca2 ≤ 1 ;

exp[−(1− ρ) (Ca2−1)
Ca2+4Cs2

], Ca2 ≥ 1.
(7.7)
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Approximation de Page

Une formule d’approximation pour le temps moyen d’attente dans le système a été

proposé par Page [8] :

N s(PAG) = ρ+
ρ2

2(1− ρ)

{
Ca2(1 + Cs2) + Cs2(1− Ca2)exp

(
−2(1−ρ)

3ρ

)}
. (7.8)

Approximation de Sakasegawa

En se basant sur l’approximation de Page et une approximation pour le système M/M/1,

Sakasegawa [9] a proposé une approximation équivalente pour le nombre moyen de clients

dans le système :

N s(SAK) = ρ+
ρ2(Ca2 + Cs2)

2(1− ρ)
. (7.9)

Le résultat ci-dessus est exactement le même que celui proposé par Yu (7.4).

7.2.3 Comparaison numérique

Pour tester la validité et l’applicabilité des différentes approximations citées

précédemment, nous donnons dans ce paragraphe quelques résultats numériques.

Shanthikumar [10] a entrepris de comparer ces différentes approximations avec les valeurs

numériques du temps moyen d’attente obtenus dans le système Ek/El/1 pour différentes

valeurs de k (Ca2) et l (Cs2) par Page [8].

On notera qu’aucune analyse de précision n’a été effectuée pour le cas Ca2 ≥ 1.

7.3 Approximation par interpolation des systèmes GI/GI/s

La formulation par interpolation des systèmes présente un grand intérêt pratique dans

les problèmes de conception et de décision, d’abord en raison de sa simplicité, mais surtout

parce que dans les situations réelles, la seule information disponible est celle concernant

les deux premiers moments.
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L’interpolation peut-être linéaire ou harmonique, mais peut également mettre en oeuvre

une base d’approximation pouvant contenir plusieurs systèmes connus. Cette approche

permet d’une part, de retrouver la méthode des deux moments en tant que cas particuliers

et, d’autre part, de justifier plus rigoureusement les arguments heuristiques à l’origine de

leur usage. La méthode d’approximation par interpolation des deux moments a fait l’objet

de diverses extensions. Nous présentons dans ce qui suit les principaux résultats obtenus par

Kimura [3] qui donna une revue unifiée de la méthode d’interpolation des deux moments

pour les systèmes GI/GI/s en commençant par présenter la méthodologie utilisée qui sera

appliquée au cas particulier M/G/s avant d’être étendue au système GI/GI/s.

7.3.1 Méthodologie de l’interpolation

Soit à considérer ξ et τ les variables aléatoires des temps d’inter arrivées et de service

respectivement, et F et B les lois de distribution correspondantes.

Kimura propose une approche unifiée en considérant le quotient :

Q(GI/GI/s) =
W (GI/GI/s)

W (GI/GI/1)
. (7.10)

Où le temps moyen d’attente est normalisé à celui d’une file à un seul serveur GI/GI/1

ayant la même distribution du temps de service, la même intensité de trafic et une

distribution des temps inter-arrivées Fs(t) ≡ F (t/s) (t ≥ 0)

La quantité Q(GI/GI/s) est approximée par une fonction des quantités correspondantes

pour des systèmes analysables connus tels M/M/s, GI/M/s, ... :

Q(GI/GI/s) ≈ f(Q(β1), . . . , Q(βn)). (7.11)

où l’ensemble des systèmes simples B = {β1, . . . , βn} constitue la base de l’approxima-

tion.

Il y a différentes façons de définir la fonction f mais deux d’entre elles seront utilisées

dans le cadre de cette approche :

Q(GI/GI/s) ≈
n∑
i=1

liQ(βi). (7.12)
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Q(GI/GI/s) ≈ {
n∑
i=1

hi
Q(βi)

}−1. (7.13)

Où li ≡ li(GI/GI/s) et hi ≡ hi(GI/GI/s) sont les coefficients de poids du ième système

(i = 1, . . . , n).

Les approximations (7.12) et (7.13) sont les combinaisons linéaires (de type L) et harmo-

nique (de type H) de la quantité Q(GI/GI/s) et sont l’extension des travaux de [Cosmetatos

1974, 1976, 1977, 1980] qui a développé la combinaison de type L pour l’approximation des

temps moyens d’attente dans les systèmes GI/M/s, M/G/s, Em/Ek/s et H2/M/s.

7.4 Conclusion

Nous avons présenté une méthode d’approximation pour l’estimation des principaux

paramètres de performance dans le système GI/GI/1 et GI/GI/s.

La méthode d’approximation des deux moments est établie selon le principe d’inter-

polation en combinant (de manière linéaire et harmonique) des solutions analytiques de

systèmes simples que sont les files M/M/1, M/D/1 et D/M/1. Plusieurs approximations

du temps moyen d’attente des systèmes GI/GI/1, GI/GI/s sont présentées.

Ces résultats peuvent être étendus pour les systèmes d’attente avec rappels et vacances.
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