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Inégalité de Ky Fan sous des conditions de g−invexité

O. MEZINE1
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Résumé C’est grâce à l’inégalité de Ky Fan, établi par Ky Fan [1] en 1968, que la théorie des jeux a connu un
nouveau essor ; il s’est avéré que c’est à partir de l’inégalité de Ky Fan que l’on peut démontrer plusieurs résultats
de la théorie des jeux, contrôle optimal, analyse non linéaire.
Dans cet exposé, nous assignons un objectif de définir sur l’espace topologique X une combinaison invexe à
qui nous associons l’application ϕA et une structure d’invexité que nous appelons la g−invexité sur laquelle la
condition (2.1) est vérifiée.
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2.1 Introduction

C’est grâce à l’inégalité de Ky Fan, établi par Ky Fan [1] en 1968, que la théorie des jeux

a connu un nouveau essor ; il s’est avéré que c’est à partir de l’inégalité de Ky Fan que l’on

peut démontrer plusieurs résultats de la théorie des jeux, contrôle optimal, analyse non

linéaire. Différentes approches ont été utilisé pour montrer cette inégalité : l’approche du

théorème KKM, l’approche du théorème de sélecteur continu et de point fixe, l’approche

du théorème de l’élément maximal. Et plusieurs auteurs ont proposé de généraliser ces

derniers théorèmes cités ci-dessus.

Toutes ces généralisations portaient sur la généralisation de la notion de convexité.

Ainsi plusieurs structures algébriques ont été définies sur l’espace topologique X, on peut

citer :”G-convexité” [6], ”mc-structure” [4], ”Convexité au sens de Komiya” [2], ”Convexité

au sens de Lassonde” [3], ”Convexité au sens de Michael” [5]... Et toutes ces structures ont

un point commun qui à chaque ensemble fini A ⊂ X, | A |= n+ 1, il existe une application

ϕA : ∆n → X qui est bien définie et continue. Et de plus, toute partie convexe Y ⊂ X

(une partie est convexe est au sens de la structure qui est définie sur l’espace X) vérifie :

pour toute partie finie

A ⊂ X, | A |= n+ 1, /A ∩ Y 6= Ø,=⇒ ϕA(∆J) ⊂ Y, (2.1)
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où ∆J dénote la face de ∆n correspondant aux éléments appartenant à J = A ∩ Y . Par

exemple, dans le cas de la convexité, l’application ϕA est associé à la combinaison convexe

des éléments ai ∈ A, i = 0...n. Et cette application ϕA joue un rôle très important

dans la démonstration des théorèmes ”de sélecteur continu et de point fixe”,” de l’élément

maximal” et ”de KKM”.

Ainsi dans cet exposé, nous assignons un objectif de définir sur l’espace topologique X

une combinaison invexe à qui nous associons l’application ϕA et une structure d’invexité

que nous appelons la g−invexité sur laquelle la condition (2.1) est vérifiée. A la fin, nous

généralisons les théorèmes de sélecteur et de point fixe, de l’élément maximal et du KKM

sous la condition de g−invexité, et nous appliquons ces mêmes théorèmes pour montrer

l’inégalités de Ky Fan sous la même condition de g−invexité.

Définition 2.1 [T.Antczak][2001] Un ensemble non vide X ⊆ E est dit invexe par rapport

à η, où η : X ×X −→ E si ∀λ ∈ [0, 1] et ∀x′, x ∈ X, on a :

x′ + λη(x, x′) ∈ X. (2.2)

Définition 2.2 On appelle combinaison invexe des éléments x0, ..., xn ∈ X la combinaison

suivante :

x0 +
n∑
i=1

λiη(xi, zi−1), (2.3)

où z0 = x0, zi = zi−1 + λiη(xi, zi−1), λi ∈ [0, 1], i = 1, ..., n.

Remarque 2.1 Géométriquement,la combinaison invexe des éléments {x0, ..., xn}
représente un chemin qui démarre du point x0, passant par les points : z1 ∈ [x0, x0 +

η(x1, x0)], z2 ∈ [z1, z1 + η(x2, z1)], z3 ∈ [z2, z2 + η(x3, z2)], ..., zn ∈ [zn−1, zn−1 + η(xn, zn−1)].

La g-invexité

Dans toute cette section, E désigne un espace vectoriel topologique de Hausdorff. X un

ensemble non vide de E invexe par rapport à la fonction η qui est définie sur X ×X dans

E .

Définition 2.3 On dit que la fonction η : X ×X −→ E,vérifie la condition de g-invexité

si :

pour tout (x, y) ∈ X ×X : η(y, x) = g(y)− x

où g est une application définie de X dans E.

Définition 2.4 Soit X un ensemble non vide de E, on dit que X est g-invexe si :
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1. X est invexe par rapport à la fonction η ;

2. η vérifie la condition de g-invexité.

2.2 Construction de l’application ϕA

Posons A = {y0, ..., yn}, et considérons les deux applications suivantes :

ϕ : [0, 1]n −→ Y, ϕ(λ) = y0 +
n∑
i=1

λiη(yi, zi−1), (2.4)

où z0 = y0, zi = zi−1 + λiη(yi, zi−1), i = 1, ..., n;

ψ : 4n −→ [0, 1]n, ψi(σ) =


0, σi = 0

σi
i∑

j=0

σj

, σi 6= 0. i = 1, ..., n.
(2.5)

Théorème 2.1 Soit X une partie g-invexe de l’espace vectoriel topologique de Hausdorff

E. Alors l’application définie comme suit :

ϕA(λ) = ϕ ◦ ψ(λ) = y0 +
n∑
i=1

ψi(λ)η(yi, zi−1), (2.6)

pour tout λ ∈ 4n, où ϕ et ψ sont définies par (2.4) et (2.5) respectivement, vérifie :

1. Pour toute partie g-invexe Z ⊂ X telle que A ∩ Z 6= Ø, ϕA(4J) ⊂ Z,

où J correspond aux indices des yi ∈ A ∩ Z;

2. ϕA est continue sur 4n.

Théorème de sélecteur continu et de point fixe

Définition 2.5 Soit F : X −→ Y une correspondance à valeurs non vides. On dit que F

admet un sélecteur continu, s’il existe une application continue f : X −→ Y telle que :

pour tout x ∈ X, f(x) ∈ F (x).

Définition 2.6 Soit F : X −→ X une correspondance . On dit que F admet un point fixe,

s’il existe un x? ∈ X tel que :

x? ∈ F (x?).
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Théorème 2.2 Soit X une partie compact et g-invexe de l’espace vectoriel topologique de

Hausdorff E .

F : X −→ X une correspondance telle que :

1. ∀x ∈ X,F (x) est g-invexe ;

2. X =
⋃
{intF−1(y), y ∈ X}.

Alors F a un sélecteur continu et un point fixe.

Existence de l’élément maximal

Définition 2.7 Soit F : X −→ X une correspondance définie sur un ensemble non vide

X dans lui même. Un élément x? est dit élément maximal de la correspondance F si :

F (x?) = Ø.

Théorème 2.3 Soit X une partie compact et g-invexe de l’espace vectoriel topologique de

Hausdorff E. F : X −→ X une correspondance à valeurs g-invexes telle que :

1. Pour tout x ∈ X, x ∈ F (x) ;

2. Si y ∈ F−1(x), alors il existe un x′ ∈ X tel que y ∈ intF−1(x′).

Alors, l’ensemble des éléments maximaux {x?, F (x?) = Ø} est non vide et compact.

Théorème de l’inégalité de Ky Fan

Théorème 2.4 Soit X une partie compact et g-invexe d’un’espace vectoriel topologique de

Hausdorff E. f : X ×X −→ R une fonction vérifiant :

1. pour tout y ∈ X, x 7−→ f(x, y) est semi-continue inférieurement (s.c.i) ;

2. pour tout x ∈ X, y 7−→ f(x, y) est préincave par rapport à la fonction η ;

3. pour tout y ∈ X, f(y, y) ≤ 0.

Alors il existe un x ∈ X tel que : sup
y∈X

f(x, y) ≤ 0.
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Conclusion

Dans cet exposé, nous avons rappelé quelques résultats relatifs à la notion d’invexité

et nous avons introduit de nouvelles notions : combinaison invexe et la g-invexité. Et à

l’aide de ces deux notions, nous avons proposé des généralisations pour : le théorème de

sélecteur continu et de point fixe, théorème Fan-KKM et le théorème de l’élément maximal.

Par la suite, en utilisant ces théorèmes, nous avons démontré l’inégalité de Ky Fan sous la

condition de g-invexité. Et grâce à cette généralisation, on peut faire l’étude d’existence

des équilibres de jeux dans des ensembles g-invexe .
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