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  :ملخص

مع  أو  ، أي في الفضاء 3او  2ذو بعد  نعتبر نموذج فصیلتین متنافستین في میدان توري 
دوریة بالنسبة لكل اتجاهات الفضاء، مع وجود ظاهرة الانتشار والتنقل للفصیلتین أین سوف نبرهن تحت شرط ال

بشكل أدق سوف نبرهن أنه في كل . عام كفایة على معاملات المسألة، نظریة  وجود ووحدانیة الحلالإجمالي
كون الشروط الابتدائیة موجبة تماما عند كل نقطة  وتحت شرطالحل ینتمي إلى الفضاء    لحظة 

من وجهة .، بالإضافة إلى كونها محدودة بانتظامفإن الحلول موجبة تماما عند كل نقطة من من المیدان التوري
سلاسل فورییه الشيء الذي سوف ، فإننا نستعمل  النظر التقنیة، من كوننا نعتبر جملة المعادلات على میدان 

علاوة على ذلك، لإثبات المحدودیة بانتظام للحل وكذا كونها .یسمح لنا بكتابة برهاننا بشكل أنیق بمافیه الكفایة
 .موجبة نستعمل فكرة مبدأ الحد الأعلى

  التنقل-الحل الإجمالي، جملة التنافس، دینامیكیة السكان، الانتشار :الكلمات مفتاحیة
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Résumé :  
Dans le présent travail nous considérons le modèle de compétition de deux 

espècesdans le tore  de dimension 2 ou 3, c’est-à-dire dans l’espace ou 
avec la périodicitépar rapport à toutes les directions d’espace, avec diffusion et 

déplacement et démontrons le théorème d’existence et unicité de la solution 
globale sous une condition suffisamment générale sur les coefficients. Plus 
précisément nous montrons qu’à chaque instant la solution appartient à  

et que, sous l’hypothèse de la positivité stricte `a tous lespoints de  de la 
donnéeinitiale, la solution est strictement positive en tous les points de . En 
outre, on montre qu’elle est uniformémentbornée.  Du point de vue technique, 
vu que nous considérons les équations dans le domaine , nous utilisons la série 
deFourier, ce qui nous permet d’écrire notre raisonnementd’une 
manièresuffisammentélégante. En outre,pour montrer la bornitude uniforme et 
lapositivité de la solution, nous utilisons l’idée du principe du maximum. 
Mots clés : solution globale, Système de compétition, dynamique de population, 
diffusion-transport. 

  

  :مدخل
فإن النموذج الأساسي لتغیر عدد كان فصیلتین متنافستین یتم , )]6[انظر (كما هو معروف 

  ل جملة المعادلات صیاغته من خلا

 
  

  في حالة ما . ثوابت موجبة تماماحیث 

  

وجمیع و حیث فإنه یوجد نقطة توازن مستقرة 
  لجملة المعادلات تحت الشرط الابتدائي  الحلول

  
 

عمیم هذا المخطط دون صعوبة كبیرة في حالة جملة یمكن ت.متقاربة نحو نقطة التوازن 
 .عدد طبیعي  نوع من الفصائل من اجل  معادلات لتنافس 
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إذا لم یكن عدد أفراد . العدد الكلي لأفرادفصیلة ما في منطقة مافي هذا النموذج یمثل 
ذا كنا مهتمین بالتغیر في عدد السكان في كل فصیلة معینة موزعا بشكل متجانس في منطقة م عینة وإ

  جزء من المنطقة مع إمكانیة ظاهرة الانتشار فعلینا أن نأخذ بعین الاعتبار المسائل من الشكل 
  

  
 

دراسة هذه ] 5[بینما تم في المرجع ] 1[كما یمكن الاطلاع على ]  2[تمت دراسة هذا النموذج في 
إثبات وجود ]3[ي،  أین تم إثبات وجود ووحدانیة الحلول كما تم في المسألة مزودة باضطراب عشوائ

  .القیاس الغیر متغیر
انتباه الباحثین خاصة في ) الهجرات(من جهة أخرى جذبت نماذج دینامیكیات السكان مع التنقلات 

ن نوعین دراسة نموذج المنافسة بی]  7[كما تم تحدیدا في ]4[، ]8[السنوات الأخیرة  كما هو الحال في  
  .في بیئة متجانسة أحادیة البعد ذات تدفق أحادي الاتجاه

، أي في  3او  2ذو بعد  في هذا العمل نعتبر نموذج فصیلتین متنافستین في میدان توري 
تنقل للفصیلتین مع الدوریة بالنسبة لكل اتجاهات الفضاء، مع وجود ظاهرة الانتشار وال أو  الفضاء

. أین سوف نبرهن تحت شرط عام كفایة على معاملات المسألة، نظریة  وجود ووحدانیة الحل الإجمالي 
،وتحت شرط كون الحل ینتمي إلى الفضاء    بشكل أدق سوف نبرهن أنه في كل لحظة 

فإن الحلول موجبة تماما عند كل نقطة التوري الشروط الابتدائیة موجبة تماما عند كل نقطة من المیدان
  .، بالإضافة إلى كونها محدودة بانتظاممن 

فإننا نستعمل سلاسل ,  من وجهة النظر التقنیة، من كوننا نعتبر جملة المعادلات على میدان 
علاوة على ذلك، لإثبات .أنیق بمافیه الكفایة فورییه الشيء الذي سوف یسمح لنا بكتابة برهاننا بشكل

هذا العمل سیتبع بإذن االله .المحدودیة بانتظام للحل وكذا كونها موجبة نستعمل فكرة مبدأ الحد الاعلى
صغیرة نسبیا وحتى مع   بمقال ثان الذي سنثبت من خلاله أنه في حالة ما كانت توابع التنقل 

تحقق شرط مماثل لشرط وجود نقطة التوازن ن التنقل فإن المعاملات الاضطرابات الناتجة ع
وفي حالة ما كانت الشروط الابتدائیة موجودة في . المستقرة المذكورة في الأعلى، فإنه یوجد حل مستقر

  .جوار الحل المستقر فإن الحل متقارب نحو الحل المستقر لما 
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 :نتیجة أساسیة 2
  تبر جملة المعادلاتنع

  
  ، مع الشرط الابتدائي 3أو  d=2،  على التور ثنائي أو ثلاثي البعد  من أجل 

  
و ،یعني أننا نفترض أن التوابع على التور ) 2(و ) 1(إن اعتبار المشكل 

  طتحقق الشرو  

 
  

  بحیث  و  ونبحث عن الحل 

  
  

 .ومركباته الأخرى صفرا 1تساوي iهو الشعاع الذي تكون فیه المركبةحیث 
هي ثوابت موجبة تماما، و  ثوابت موجبة و ߜو βننفرض أ

  .توابع ل  
  :تالیةلدینا النظریة ال

  1نظریة 
  ثوابت موجبة تماما و ثوابت موجبة و ߜو βنفرض أن 

  
  

  إجمالیایقبل حلا ) 2(_)1(إذًا المشكل .  إذا كان وإذا كان  حیث 
  ووحید بحیث 
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ومع ذلك، بما أننا في هذا العمل نهتم بالسلوك . ط على في هذه النظریة یمكننا تخفیف الشر 
 اللانهائي للحل عندما

 . ، ومن أجل تبسیط الحساب نفرض 
  الحل المحلي3

  .نبرهن أولا نظریة وجود ووحدانیة الحل المحلي 
  1توطئة

مع الشرط الابتدائي ) 1(بحیث جملة المعادلات  إذن یوجد . محققة  1نفرض أن فرضیات النظریة
  .تقبل حل وحید في الفضاء ) 2(

  إثبات
  نضع  

 
  ونعتبر جملة المعادلات الخطیة

 
من أجل . ثنائیة معطات من عناصر  ، حیث )2(مع الشرط الابتدائي 

  ،،لافتبسیط الحساب، ندخل نظیم فضاء سوبو 

  
  حیث 

  

  
  .یكافئ النظیم الاعتیادي لـ  ) 10(نذكر أن النظیم المعطى من 

التي لها النظیم بقیم حقیقیة علاوة على ذلك، نرى بوضوح أن مجموعة التوابع المعرفة على 
. للتوابع ذات القیم العقدیة  لبرت المركب تشكل فضاء جزئي من فضاء ه المنتهي

، ) ( كفضاء جزئي المكون من توابع ذات قیم حقیقیة  ولهذا نتفق على كتابة 
  أعدادًا مركبة؛ لعناصرها حتى لو كانت معاملات فورییه 
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  :ذات القیم الحقیقیة ، لدینا φنلاحظ أنه بالنسبة للتوابع 

  
  .هذه العلاقات تمیز معاملات فورییه للتوابع ذات القیم الحقیقیة 
  بحیث   C، یوجد ثابت ) 5(نلاحظ من قواعد ضرب  عناصر فضاءات سوبولاف والشرط 

  
 و ، یمكن تفكیك ) 12(إذًا بالنظر إلى .  نفرض أن

إلى عائلة  من المعادلات التفاضلیة الخطیة ) 9(سلسلة فورییه، بحیث یتم تفكیك المعادلتین في  إلى
  لمعاملات فورییه

  

 
  مع الشروط الابتدائیة

 
  معطى بـ) 14(_)13(نلاحظ أن حل مسألة كوشي 

  
  كن تعریف التوابعالمحددة بهذا الشكل یمو  ومنه انطلاقا من معاملات فورییه 

 
  ).2(والشرط الابتدائي ) 9(التي تحقق المعادلات

  نستنتج أولا أن) 15(من 

  
  من كون 
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  ، نجد عند حساب المجموع من أجل 

  
  نستنتج أیضا أن) 15(من 

 

 
  لدینا حیث من أجل  نلاحظ أنه یوجد تابع مستمر ومتزاید 

 
  لدینا حیث من أجل  جهة أخرى ، یوجد ثابت من 

  
  ، نجدوحساب المجموع من أجل  إذًا، بوضع 

  
  نحصل على) 18(و ) 17(، ) 10(من 

  
  وبنفس الطریقة نحصل على.  مع 

  
  .، لكنها من نفس الطبیعة) 19(مع الوارد  في  لیست بالضرورة متطابقة ، )20(في 
  . موجود وینتمي إلى ) 2(،)9(للمشكل  ، ینتجأن الحل ) 20(_)19(من 

بحیث المؤثر اللذي یرفق بكل  لنثبت الآن أنه یوجد 
. امدة یقبل نقطة ص) 2(،)9(للمسألة  ، الحل  

دخل الترمیز    لتبسیط الكتابة نُ

  
  تحقق المتباینة بحیث مهما یكن  نستنتج أنه یوجد  ) 20(_)19(إذًا من 
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  لدینا 

  
  ، إذا كان  هذا الاستدلال یضمن لنا أیضا أنه من أجل 

  
  فإنه لدینا 

  
  بحیثو ثنائیة من التوابع المعطاة لنعتبر الآن أنه من أجل كل 

  
مع ) 9(لجملة المعادلات  والحل  والفرق بین الحل 

  نضع. على التوالي  و  

 
  یحققان المعادلتین و نرى بسهولة أن 

 
  روط الابتدائیةوالش

  
  بالشكل و ، یمكن التعبیر عن ) 2(، )9(بنفس الطریقة المستخدمة في 

 

 
هي معاملات فورییه لـ و  ،  حیث 

  والعلاقة ) 24(لذلك مع الأخذ بالاعتبار.  

  
  نجد) 20(_)19(، بطریقة مماثلة للحصول على ) 22(لشرط من اناجم   Cمع ثابت 
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ــــــــــــــث  باختیــــــــــــــار مــــــــــــــن أجــــــــــــــل  أن المــــــــــــــؤثر الــــــــــــــذي ، ینــــــــــــــتج  بحی

  یرفق
  هو تقلصي،) 2(،)9(للمشكل  بالحل  

  .، تم إثبات التوطئةلزمنیة یقبل حلا وحیدا في الفترة ا) 2(_)1(ما یعني أن المشكل 
  تقدیر الحد الأعلى 4

، )2(_)1(حل المشكل  لإثبات وجود ووحدانیة الحل العام، نثبت أولا ، بشرط وجود الحل 
  . و  tمحدودتان من الأعلى بثابت مستقل عن  و  

  2توطئة 
إذا یوجد ثابتین ). 2(_)1(حل المشكل  لتكن . یات النظریة الأولى محققة نفرض أن فرض

بحیث  و  
  

  .على كل میدان وجود الحل 
  .كما سیتضح لنا بسهولة ،  من إثبات التوطئة تنتج لنا أیضا الخاصیة التالیة

  
  1ملاحظة 

  ، إذًا لدینا  موجود من أجل كل  ن الحلإذا كا

  
    حیث 

  
  2إثبات التوطئة 
  :على الشكل) 1( الأولى الواردة في المسألة نكتب المعادلة
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  .هو الثابت المعرف أعلاه ، حیث ونفرض 

  بدایة، نفرض أن

  
  بحیث نفرض بالخلف أنه توجد نقطة .  ولنعتبر العددین 

 
  في هذه الحالة لدینا  

  
  لدینا  ومنه من تعریف 

 
  بحیثإذًا سیكون هناك 

 
  .وهذا تناقض مع الفرض 

  أن، نستنتج و  وبالنظر أیضا إلى الاختیار الكیفي لـ 

  
  

  في حالة

  
  نعتبر التابع

 
  وهو حل لمسألة كوشي

 
  بحیث ، ونفرض بالخلف أنه توجد نقطة و  كما سبق ، نعتبر عددین 
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  في هذه الحالة أیضا لدینا

 
 لدینا إذن

  
  ، ینتج أنومن الفرض  من تعریف التابع 

  
  بحیث ومنه یوجد 

  
  .  وهذا ما یناقض الفرض

  نستنتج أن   و  وبالنظر أیضا إلى الاختیار الكیفي لـ 

 
  . ، نستنتج صحة التوطئة من أجل  تابع متزاید یؤول إلى  وبالتالي، من كون 

  .تم إثبات التوطئة. وبنفس الإثبات نستنتج صحة التوطئة من أجل 
 تقدیر الحد الأدنى 5  

 .موجبتماماللمتغیر محدودان من الأسفل بتابع و سنبرهن الآن أن
 3توطئة 

، وعلیه یوجد ) 2(-)1(لمشكل حل الیكن . محققة 1نفرض أن فرضیات النظریة 
  بحیثثابتان

 
 

 .موجودأین الحل مهما یكن 
 إثبات
 نضع
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  .،بینما) 26(هو الثابت الظاهر في العبارة  حیث

  كما. مضروبة في ) 1(نعتبر المعادلة الأولى 

 
  من أجل التابع ادلة لدینا المع

  
 

  :بحیث، ونفرض بالخلف أنه توجد نقطة  و  نختار عددین 

  
  . لا یمكنإلا أن تكون   في حال وجودنقطةكما أن 

  لدینا إذن. و  وأیضا، عند هذه النقطة لدینا 

 
  :ینتج أن ،من تعریف و لكن بما أن

 
  :یستلزم أنلكن الفرض 

 
 إذًا 

 
  نستنتج .  تناقض مع الفرض 

  
  ).28(نستنتج  كیفیان، وبالنظر إلى تعریف  و  بما أن 

  
  .تم إثبات التوطئة).29(بنفس الطریقة نثبت المتباینة 

  1إثبات النظریة  6
  .، نثبت أولا التوطئة الآتیة1لإثبات النظریة 

  4توطئة 
إذن یوجد تابع متزاید ). 2(-)1(حل للمشكل  لتكن . محققة 1نفرض أن فرضیات النظریة 

  بحیث 
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  إثبات
  بفرض

 
،  1ونستخدم نفس الترمیزات المستعملة في إثبات التوطئة إلى سلسلة فورییه ) 1(نقوم بتفكیك المعادلة 

  لدینا

  
  إلى) 31(،نبسط المعادلة من أجل  بما أن

 
  

  ومنه

  
  نحصل على) 31(، من  ، من أجل من جهة أخرى 

 
  ومنه

 
  ، لدینا هذا یعني، باعتبار العلاقة و   

 

  
  ، نحصل على) 33(و ) 32(نقوم بجمع المتباینتین 
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ذَكر أنه بموجب التوطئتین  محدود بانتظام بشرط أن یكون موجودًا، ، الحل  2و  1نُ
ینتج أنه یوجد . داخل مجال وجود الحلمن أجل حیث  وهذا یعني أنه یوجد ثابت 

  بحیث  ثابت 

  
  

  یسمح لنا باستعمال المتباینة  على ) 5(من جهة أخرى ، الشرط 

  
  ینتج أن) 34(وعلیه، من .  مع ثابت 

  
  

  
  ومنه، بوضع

 
  لدینا

  
  نستنتج أن

  

  
  .تم إثبات التوطئة.زاید مع تابع مت) 30(مما یعطي 
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  1إثبات النظریة 
نظیم  یبقى إثبات أنه في أي مجال كیفي محدود 1من أجل إنهاء إثبات النظریة 

  .یبقى منتهي 
  ، لدینا)12(بنفس الطریقة في   ونختار ثابت ) 21(نستعمل الترمیز

 
  ، نحصل على ومنهوبوضع

  
  التي تحقق المساواة هي قیمة حیث 

  
  ولدینا 

  
ومنه، لا .لا یمكن ان یتزاید بشكل غیر مستمرتستلزم أن النظیم ) 37(نلاحظ أن 

  بحیث  یوجد 

  
یبقى للحل نظیم إذَا یمكننا التأكد أنه في أي مجال كیفي محدود 

  .منتهي
  بحیثوعلیه نفرض بالخلف أنه یوجد 

 
  تستلزمان أنه إذا كان )38(و ) 37(العلاقتین 

 
  یجب أن یكون) 40(لذلك، كي تتحقق العلاقة ). 40(فإنه من غیر الممكن أن تتحقق العلاقة 
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  في ، لدیناكی  لكن من أجل 

 
إذَا من أجل . لا یمكن أن تكون محققة) 40(مما یعني أن العلاقة ). 30(وهذا ما یتناقض مع 

  ، لدینا موجودا في المجال  ، إذا كان الحل  كل

 
أن  3، تضمن لنا التوطئة  علاوة على ذلك.  یمكن تمدید الحل إلى كل  1وعلیه، حسب التوطئة 

  .تبقى موجبة و  التوابع 
  .وبالتالي یكون قد تم إثبات النظریة. وحدانیة الحل تنتج منوحدانیة الحل المحلي
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