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Abstract: 

The aim of this paper is to study the existence of solutions to a boundary value problem 

associated with a fractional non linear differential equation for a Kirchhoff type, Where the 

boundary conditions is homogeneous and the second term is continuous. This problem depends 

of Riemann-Liouville fractional derivatives, and we prove the existence of nontrivial solutions 

for this problem using a Cerami Mountain Pass theorem. 

Key words: Boundary value problem for a Kirchhoff type, Fractional differential equation, 

Existence, Cerami Mountain Pass theorem. 

 ملخص:

تفاضلية كسرية غير  بمعادلة  لمسألة حدية مرفقة  إيجاد حلول  المقال، هو دراسة  الهدف من هذا  إن 

إن هذه المسألة متعلقة    مستمر.  والطرف الثانيمتجانسة    الابتدائيةخطية من النوع كيرشوف، حيث الشروط  

نظرية    وهذا باستخدامذه المألة  الحل غير التافه له  ونبرهن وجود ليوفيل،  –بالمشتق الكسري بمفهوم ريمان  

 ممر الجبل من نوع السيرامي.

مسألة حدية من نوع كيرشوف، الوجود، معادلة تفاضلية كسرية، نظرية ممر الجبل من الكلمات المفتاحية:  

 نوع سيرامي. 

 

 المدخل:

ب  يعتبر الحساب الكسري أحد مجالات التحليل الرياضي و الذي يتطرق فيه إلى حساب التكامل برت

 .غير صحيحة في  

منذ حوالي   ولد  قديما، حيث  المجال  هذا  عام    300يعد  بالضبط في  و  هذا من خلال    1695سنة  و 

( بعثها  بيتال  لو  دو  كيز  مر  التي  غوتفريدويلهوملايبنبز  Marquis de L’Hopitalالرسالة  إلى   )
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(GottriedWilhemLeibneizبح بحثه  تخص  ملاحظة  عن  إياه  سائلا  الرتبة ساب  (  من  المشتق 

 ؟، حيث كان السؤال: ما هي نتيجة الإشتقاق إذا كان  فة ب: و المعرللدالة  

الأخير   هذا  نال  حيث  الكسري،  التحليل  ميلاد  ثم  الجملة  العقود   اهتمامفهذه  في  الباحثين  من  العديد 

المق خلال  فمن  العلميةالات  الأخيرة،  في   والملتقيات  أهميته  يتضح  الكسري(  )المشتق  الكسري  للحساب 

النظري   التطبيقالجانب  التفاضلية    وكذا  المعادلات  ميادين،  عدة  والبيولوجيا في  والكهرباء    والفيزياء 

 الظواهر التي فسرها المشتق الكسري. والاحتمالات وغيرها من ونظرية الإحصاء والدارات الكهربائية

 كسرية الموالية من النوع كيرشوف: عتبر المسألة الحدية اللن

(1 ) 

التابع مع   و    و  المشتقات   مستمر  هي 

ريمان   بمفهوم  اليسار  و  اليمين  من  التوالي  على  للمعادلة –الكسرية  الخطي  غير  الثاني  الطرف  و  ليوفيل 

 حقق الشروط التالية: التفاضلية الكسرية ي 

 بحيث:  ، توجد الثوابت  

 

 بحيث:مع   بإنتظام بالنسبة ل:  

 

 

نظرية ممر الجبل من النوع سيرامي، نضمن وجود النقطة   باستخداممن خلال هذه الشروط السابقة و 

 من النوع كيرشوف. دورها هي حل للمعادلة الكسرية الحرجة التي ب

للمعادلات التفاضلية الكسرية    ووحدانية الحلولنجد في الأونة الأخيرة العديد من المقالات حول إيجاد  

 طريقة التغاير.  وكذا نظرية النقطة الصامدة، النقطة الحرجة،  وهذا باستخدام

(، المعادلة غير  J.L.Zhang(، و زونق )L. Lin(، لين )L. Ding)  (، درس كل من دنق8ففي المقال )

 المتجانسة من النوع كيرشوف التالية: 
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(2 ) 

 

التابع  للتوابع    مع  معينة  شروط  تحت  و  لإكلاند   خطيا،  التغليري  المبدأ  بإستخدام  و 

(EKeland’sVariational Principaleنظ و  الحدية  (  للمسألة  الحلول  وجود  لإثبات  الجبل  ممر  رية 

(1.2 ( وو  من  كلا  حين  أن  في   )X.Wu ( شانق  و   ،)B.Cheng ( المقال  في  الحلول  9(  وجود  برهنوا   )

(،  PSسمايل من النوع سيرامي )  -الموجبة و هذا من خلال إستخدام نظرية ممر الجبل المرفقة بشرط بالي

 غير الخطية من النوع كيرشوف التالية: أما بالنسبة للمعادلة التفاضلية 

 

 

(3 ) 

 عند الصفر و اللانهائية.  و هذا بدراسة سلوك التابع  مع شروط ملائمة للتابع  

 (، درس المؤلفون المسألة الحدية الكسرية التالية: 10في المقال )

 

و           مستمرة على المجال    و    و التوابع: وسيط موجب،     حيث: 

 و معرف كما يلي:  و التابع   التابع  

 

(، فقد قاموا بدراسة وجود الحلول لمسألة دير كلي الكسرية من 11في حين، كلا من شان و ليو في المقال )

كيرشو مع  النوع  التالية:   ف  العبارة  وفق  بلاس  لا 

 

المشتقات الكسرية    و     ثوابت و التابع،    حيث  

نوع   من  اليمين  من  و  اليسار  الرتبة  –يمان  ر من  من  التوالي  على  التابع    ليوفيل  ،و 

 لا بلاس و المعرف وفق العبارة التالية:   و هو   
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 . تمهيدات:  1

ريمان   بمفهوم  الكسري  والمشتق  التكامل  مفهومي  سنقدم  الفقرة،  هذه  حقيقي  –في  لتابع  ، ليوفيل 

 سمايل من النوع سيرامي. -بالإضافة لإعطاء نظرية ممر الجبل المرتبطة بشرط بالي

 (ليوفيل( ) -امل الكسري لريمانتعريف )التك 1.1

الكسرية   الرتبة  من  التكامل  التوالي    نعرف  على  اليمين  من  و  اليسار  من  ليوفيل  ريمان  بمفهوم 

 بالعلاقة التالية:  

 

 و 

 
 .(Gamma)هو التابع غاماحيث 

 (ليوفيل( ) –شتق الكسري لريمان متعريف )ال 1.2

 

ي للتابع  ليوفيل من اليسار و من اليمين على التوال.بمفهوم ريمان  نعرف المشتق من الرتبة الكسرية  

 التكامل المعطى كما يلي: 

 

 

 و 

 

 

 :  حيث 

 ملاحظة: 

 ينتج أنه من أجل من أجل 

 و  

 



لنوع سيرامي دراسة حلول لمسألة حدية كسرية من النوع كيرشوف بإستخدام نظرية ممر الجبل من ا    

عيادي سعاد                                                           أمينة بوسنة                                

22 

 

 

 مجموعة مفتوحة و لنفرض أن  فضاء بناخي و  ليكن  :تعريف )القيمة الحرجة( 1.3

 حيث:  هي كل نقطة قابل للمفاضلة. النقطة الحرجة للتابعي  

 

كان   أن و    إذا  فنقول  إذن  للتابعي   ،  نقطة حرجة  المستوى   هي  إذا  من   .

قيم   بعض  أجل  من  أن المجموعة   كان،  فنقول  نقطة حرجة،  الأقل  على   تحوي 

 . هي قيمة حرجة للتابعي  

 تعريف )شرط بالي سمايل من نوع سيرامي(   1.4

 

يحقق شرط بالي سمالي من نقول أن التابع  فضاء بناخي، و ليكن التابع الدالي  ليكن  

 ، إذا كان من أجل كل متتالية )للإختصار النوع سيرامي عند مستوى  

جزئية  و    بحيث  متتالية  على  تحتوي  فإنها 

 .متقاربة 

 نظرية )ممر الجبل من نوع سيرامي(   1.4

 

 نفرض أن: تحقق شرط فضاء بناخي و ليكن ليكن  

 

 ،مع من أجل كل حيث  و  يوجد  

 بحيث  حيث يوجد  

 أن يحدد من الشكل التالي:  أن يمكنبالإضافة  حرجة يقبل قيمة عندئذ  

 
 حيث 

 البناء التغايري:  -2

 

 تعريف   2.1

الكسري المشق  الشكل  ذي  الفضاء  الفضاء  مع    نعرف  بملاصقة  و  ، 

 المزود بالنظيم  
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(1)  

 حيث،

 هو فضاء إنعكاسي قابل للفصل و بناخي. الفضاءتوطئة:  2.2

 الجداء السلمي التالي:و المزودة بإن المجموعة  

 

 

 

 تشكل فضاء هلبرتي. 

 ، فإن: و  إذا كان توطئة   2.3

 

 ( 1.1يمكن تعريف الحل الضعيف للمسألة ) 3.2بإستخدام التوطئة  

 

 تعريف  2.4

 تالية: ( يعطى وفق العبارة التغايرية ال1.1إن الحل الضعيف للمسألة الحدية الكسرية ) 

 

 أجل، لدينا: من  توطئة:  2.5

                                    (2      ) 

 ، لدينا:بالإضافة إذا كان  

(3  ) 

 

 حيث: 
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 لنعرف التابع الدالي:

 

 

 و مع 

 

 

 (. 1.1هي الحل الضعيف للمسألة الحدية الكسرية ) الحرجة للتابع الداليأن النقطة  استنتاجيمكننا 

 .منغمس بالتراص في الفضاءالفضاء  توطئة  2.6

 النتيجة الأساسية:  -3

 نظرية:  3.1

 . ( تقبل على الأقل الحل في  1.1الحدية الكسرية ) إذن المسألة    محققين، و    نفرض أن الشرطين  

 سنقوم بتجزئة البرهان إلى ثلاث خطوات:  البرهان:

 .يحقق شرط بالي سمايل من النوع سيرامي عند مستوى  إثبات أن  الخطوة الأولى: 

الف  بحيث   لتكن   بإستخدام   رضية  إذا 

 لدينا:  
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من   غير محدودة فإنه توجد المتتالية الجزئية    بالفعل لو كانت    .محدودة  مما يعني أن  

 و منه نحصل على مايلي: بحيث   المتتالية، 

 

 بت حقيقية، و هذا تناقض.ثوا مع 

 .في  متقاربة نحو ن سنبرهن الآن أ
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الفضاء   توجد  كون  إذن  الفضاء  إنعكاسي،  للفضاء في  بالتراص  الإنغماس  بإستخدام 

 في الفضاء يستلزم أن  26.  من خلال التوطئة وفي 

يوجد  أنه  ينتج  و  بحيث  .  أن  ،  يعني  مما   ،

 . في محدودة بالعدد 

 ينتج أن:  و من إستمرارية التابع  فيو لدينا أيضا 

 

 و 

 

 نظرية الهيمنة للوبيغ نجد أن:  وبالاعتماد على

(1 ) 

 لنحسب المقدار التالي: 

 

 

 ، و من جهة أخرى لدينا: في محدودة وبما أن  

 

 ينتج أن:   في نحو  و من خلال التقارب بإنتظام للمتتالية لما 

 

، أي أن  في الفضاء    متقاربة بقوة نحو   أي   و عليه و  لما  

 .الدالي يحقق شرط بالي سمايل التابع  
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 لممر الجبل. 3.2يحقق الشرط الهندسي الأول من النظرية  الخطوة الثانية: إثبات أن التابع 

 لدينا من الفرضية:  

 

 بحيث: 

 

 بالفعل، لدينا: 

 

 

 

 و بإستعمال النتائج السابقة: و من أجل كل 

 

 

 كبير بالقدر الكافي مع  نختار 
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لممر الجبل من النوع    3.2يحقق الشرط الهندسي الثاني من النظرية    ات أن التابع  الخطوة الثالثة: إثب

 سيرامي. 

 تستلزم أنه يوجد:إن الفرضية  

 

 ، لدينا: و مع و عليه فمن أجل  

 

 

 إذن:   

 خلاصة: 

و التي   الأخير يقبل نقطة حرجة و مما ينتج أن هذامحققة على التابع الدالي  23.إن شروط النظرية 

 .( في الفضاء1.1تعد الحل غير المعدوم للمسألة الحدية الكسرية )
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