
ة العلوم
 
اب م ل كنولوجيا                       العدد الر  اني                      (                   04  )والت 

 
داس ي الث 2021الس   

102 
 

 

بديلي باوليهزاز 
ّ
 تحت تأثير مجال مغناطيسلي في فضاء دي سيتر مضاد غير الت

 31،32،33ومصطفى موم ي 30ومختار فالق 29لخضر صك

Pauli Oscillator under Magnetic Field in Noncommutative Anti-deSitter Space 

L. Sek, M. Falek and M. Moumni 

 تاري  الإرسال: 06 نوفمبر 2021                تاري  القبول: 16 نوفمبر 2021

 

ص الم
ّ
ا معييييادليييية  :Abstractلخ نييييدرك تحليلييييي 

وافقي في  اد تحت عفضييياء لمنا ي الأبباولي لليزاز الت 

تيييألمير حقيييل مغنييياطيسييييييييييييي ي. ونعتبر وجود حيييد  أدنى 

عيين الموسييييييييييييي  في  للأطوال ي تج من مبيييدا عيييدم الت 

ة الحركة( صيييييييييييادرالز خم )أو ك من  عن فضييييييييييياء مي 

ة غير  سيتر المضاد   -نوع دي  م  إضافة الخاصي 

 

ة ل حييييييدالميييييييات  بييييييديلييييييي  هييييييذا الفضييييييييييييييييييياء.  فيالت 

نسيييييييييييييتخيييدم طريقييية نيكيفوروف و إيفييياروف لحيييل 

ليتم  الحصيييييييييييييول على العبييييارات  ،معييييادليييية الن  ييييام

اقييية ودوال 
 
ة للطييي ة ل يييل من القيم اليييذاتيييي  حليليييي  الت 

ة. اتي 
 
 الموجة الذ

ة:  هزاز بييياولي، مغنييياطيس، الكلمعععات المفتعععاحيعععّ

 فضاء دي سيتر.

ABSTRACT 

We study analytically the Pauli equation for 

a harmonic oscillator in two dimensions 

under the influence of a uniform magnetic 

field. We consider the existence of 

minimum length as a consequence of an 
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extended uncertainty principle originating 

from a non-commutative Anti-deSitter 

space. We use the Nikiforov-Uvarov 

method to solve the system and to obtain 

analytical expressions for both the energy 

eigenvalues and the eigenfunctions. 

Key-words: Pauli Oscillator  Magnetic, 

deSitter Space. 

نوات الأخيرة،  في :Introduction المدخل السييي 

اهتمييام متزايييد في تقليو الف وة الموجودة  يوجييد

ة  سيييييييييييييبييييييي 
 
ة ال  ي ون رييييييي  ة المجييييييال الكم  بين في ن رييييييي 

كيزتيييان الأسييييييييييييييياسييييييييييييييتيييان للفيزيييياء  العيييامييية وهميييا الر 

ييييييييثييييييية، وقيييييييد تيييييييم  اقيييييييتيييييييراح اليييييييعيييييييدييييييييد مييييييين  اليييييييحيييييييد 

فاعلات ال باين في تفسيييييير الت  يناريوهات لحل الت  سييييي 

الموجودة بين مييييييا. ونييييييذكر من بين هييييييذه الجيود 

م ان ومي إلى الز  ة المجال الكم    توسي  ن ري 

ة  ة الجيييييياذبييييييي  المنحني، وهو أول تقريييييييب لن رييييييي 

ة. في هيييذه الحيييالييية، قيييد يحيييل ميييا  سيييييييييييييم   وميييي  الكم 

عيييييييييييييين المييييوسييييييييييييييييي  )  Extendedبييييمييييبييييييدأ عييييييدم الييييتيييي 

Uncertainty Principle  إختصييييييييييييييياراEUP )  ليحيييل
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( المييعييتيييييياد، Heisenbergمييحييييييل  مييبييييييدأ هييييييايييزنييبيير  )

ز هذا المبدأ الموسيييييي   بشيييييي ل أسيييييياسيييييي ي ب جود و ويتمي 

( Planckمقياك طول أدنى من رتبة لمابت بلانك )

. ا دف هذا الحد  الأدنى للأطوال إلى إحدا  [2-1]

غر بحيث لا  ة الصييي  ول عند القيم متناهي 
 
قط  للط

ل على حييييييدود متبيييييياعييييييدة للخصيييييييييييييييييييائيو نحصييييييييييييييييييي

ل أحد أكبر المشييييييييكلات في 
 
ة، والذي  شيييييييي  الفيزيائي 

ة. ة أم الجاذبي  ي   فيزياء الحقول سواء الكم 

قيقة  لا يوجد سييييور عدد قليل من الحلول الد 

هة باسيتخدام  ة الكم  المشيو  المتاحة في سيياق ن ري 

EUPييي
 
يييا ا تحليل. إن قييائميية المشيييييييييييييكلات ال ي تم  حل

ة على مسيييييييييييييتور مي يييييياني ييييييا الكم  محييييييدودة ل لغيييييياييييييي 

ة؛ على سيييييييييييييبيييل المثييال، تم دراسيييييييييييييية هزاز  سيييييييييييييبييي 
 
ال 

-Klein)غييييييوردن -( وهييييييزاز كييييييلاييييييينDiracديييييييراك )

Gordon )ة البعييييد في فضيييييييييييييييياء دي سييييييييييييييتر -أحييييادييييي 

 في( AdSإختصيييارا  Anti-deSitter Spaceالمضييياد )

. أميييا في ظيييل وجود طول أدنى نييياتج عن [3]المرج  

EUPة هزاز ديراك لملاثي الأبعاد ، فقد تمت دراسيييييي

قيق ليزاز بوزوني ) [4]في   Bosonicوالحييييييل الييييييد 

Oscillator في بعيييد واحيييد يخضييييييييييييي  لتيييألمير م يييال )

ا  AdSكيربا ي موحد في فضيييياء  سييييبة [5]أيضيييي 
 
. بال 

ة كبيرة  ا ذات أهمي  ة، فهي أيضيي  سييبي 
 
للحالة غير ال 

ة  ولا تزال غير مسيييييييييييييتكشيييييييييييييفيييية ن را لعييييدم إم ييييانييييي 

غير  (Schrödinger) لة شييييرودين راشييييتقاق معاد

ة من معادلة كلاين سييييييبي 
 
-Klein)غوردن -فوك-ال 

Fock-Gordon)  المتغييييييايرة نسيييييييييييييبيييييييا. لكن يمكننييييييا

ة باسييييييتخدام صيييييييغة ) (  EUPت اوز هذه المحدودي 

( لميييييعييييييادلييييييية  AdSليييييكيييييتييييييابيييييية نيييييميييييياذج فضييييييييييييييييييياءات )

ريقة من إي اد 
 
شييييييييييييرودين ر، وقد مكنت هذه الط

قيق لمعادلة شيييييرو  دين ر في فضييييياء كيفي الحل الد 

وافقي  . [6]الأبعاد لجسييييييييييييييم حر وكذلك لليزاز الت 

نوات الأخيرة قييييدرا متزايييييدا من  إننييييا ن ييييد في السييييييييييييي 

وع  قيقيية ليييذا الن  الاهتمييام في دراسيييييييييييييية الحلول الييد 

ة  وكذلك في  [7-10]من المسييييييييييييائل في الحالة العادي 

عيين  هة بمبدأ عدم الت  سياق مي اني ا الكم  المشو 

 Generalized Uncertainty Principle)المييييعييييمييييم 

(، ونيييذكر هنيييا دراسييييييييييييييية معيييادلييية GUPإختصيييييييييييييييارا 

ون ال ولومبي م  حيييد  شيييييييييييييرودين ر في حيييالييية الكم 

أم في  [11-13]أدنى للأطوال، سيييييييواء في بعد واحد 

 .[14-16]لملالمة أبعاد 

بييديلي  من جييية أخرر، ح ي الفضيييييييييييييياء غير الت 

ات ييييييبييييياهتميييييام متزاييييييد في ن رييييييات المجيييييال والن  ر 

ة ) يييييان سييييييييييييينييييييايييييييدر String theory )[17]الوترييييييي  . كي

(Snyder ) غيير بين ا عدم الت  أول من شييييييييييييرح مبدئي 

مان والم ان ويعطي هذا المبدأ  [18] إحدالميات الز 

سييييييييناريوهات محفزة في سيييييييلسيييييييلة ن ريات توحيد 

ة  فاعلات المسييييييييييييماة الن  ري  وكذلك  M [20-19]الت 

ييييث  يمكن  .[21-23]الأمر في علم ال ونييييات الحيييد 

العثور على دراسييييات مكثفة تعتني بشييييأن الت  امل 

ة لمي يييييياني ييييييا الكم   بييييييديلييييييي  بين العلاقييييييات غير الت 

ة  ة واليندسييية الكلاسييييكي  . يضييياف [24-26]العادي 

ة وعلاقيييييات  إلى ذليييييك أن تغيير العلاقيييييات العييييياديييييي 

عيين المستوحاة من  عدم الت 

سييييييييييييي
 
ة وال  ومي  ة الكم  ة الأوتار والجاذبي  ة بن ري  ي 

ة في  الخييييياصيييييييييييييييييية لا يزال محور بحيييييث مثير للغيييييايييييي 

نوات الأخيرة   .[27-28]الس 

سييييييييييينقوم في عملنا هذا بدمج هذه ال واهر أي 

بييديلي في إطييار AdSفضييييييييييييييياء )  ( والفضييييييييييييييياء غير الت 

( ليزاز توافقي تحيييييت تيييييألمير Pauliمعيييييادلييييية بييييياولي )
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حقل مغناطيسيييييييييييي ي في بعدين وت ون فصييييييييييييوله كما 

 
 
 لنموذج) يلي: نقدم في القسيييييم الث

 
( AdSاني تحليلا

 طريقة نيكيفوروف 
 
الث

 
بينما نوض  في القسم الث

( NUإختصييييييييييييييييارا  Nikiforov-Uvarovإيرانوف ) -

المسيييييييييييييتخدمة في حل معادلة الن  ام. لمم نعر  في 

قيقة ل ل من القيم  اب  الحسيييييييابات الد  قسيييييييمه الر 

ة لييييدوال الموجيييية.  اتييييي 
 
اقيييية والقيم الييييذ

 
ة للطيييي اتييييي 

 
الييييذ

ة في القسم الخامس.سنعطي الم  لاح ات الختامي 

I.  ّعرض للعلاقات المشوّهة في ميكانيك الكم 

ة الأبعاد، يتم تحديد جبر هايزنبر   في الحالات لملالمي 

من  AdSللفضيييييياء  EUPالمشييييييوه الذي يؤدي إلى 

ة  الي  بديل الت   :[29-30]خلال علاقات الت 

(1)  

[𝑋𝑖 , 𝑋𝑗] = 0,

[𝑃𝑖 , 𝑃𝑗]

= −𝑖ℏ𝜆𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝐾 , [𝑋𝑖 , 𝑃𝑗]

= 𝑖ℏ(𝛿𝑖𝑗 − 𝜆𝑋𝑖𝑋𝑗) 

شيييييييييييييوه وهو موجييييييب ومتنيييييياهي   𝜆ويمثييييييل
 
لمييييييابييييييت ال 

ة،  ييييييي  ة الكم  الصيييييييييييييغر. مثلا، في سيييييييييييييييييييياق الجيييييياذبييييييي 

لم لل ون الم سييييييييييييي    𝜆 عتبر مرتبطييا بمعييامييل السييييييييييييي 

ابت ال وني 
 
= 𝜆وي ناسيييييييييييييب م  الث  −3𝑎⁻²  

 .AdS [29]نصف قطر  𝑎حيث 

ة   𝐿𝐾مؤلمر العزم الحركي  يتميز الييي  بييالعلاقييات التيي 

[30-29]: 

(2)  𝐿𝑘 = 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑋𝑖𝑃𝑖  

رات الييعييزوم 
 
وهييو يييتييوافييق ميي  الييجييبيير المييعييتيييييياد لمييؤلميي

ة:  الحركي 

(3)  

[𝑳𝒊, 𝑷𝒋] = 𝒊ℏ𝜺𝒊𝒋𝒌𝑷𝒌 ,

[𝑳𝒊, 𝑿𝒋] = 𝒊ℏ𝜺𝒊𝒋𝒌𝑿𝒌 , [𝑳𝒊, 𝑳𝒋]

= 𝒊ℏ𝜺𝒊𝒋𝒌𝑳𝒌 

ز نييمييوذج بيي ييبيير مشييييييييييييييوه بييييييه حييييييد أدنييى  AdS يييتييمييييي 

للأطوال ويؤدي إلى علاقييييييات هييييييايزنبر  المعييييييدليييييية 

ة: الي   الت 

(4)  𝜟𝑿𝒊𝜟𝑷𝒊 ≥
ℏ

𝟐
(𝟏

+ 𝝀(𝜟𝑿𝒊)
𝟐) 

ق اليييعيييلاقيييييية  حييييييييييث اخيييتيييرنييييييا اليييحييييييالات الييي يييي تيييحيييقييي 

〈𝑋𝑖〉 = 0. 

بسيييييييييييي ، نفر  وجود خوات متمالملة المنا ي  للت 

𝑋𝑖ت اهاتأو الا = 𝑋 ، ابقة فإن العلاقات الس 

ة  AdSلنموذج  تعطي حييييييدا أدنى للزخم )أو كمييييييي 

 الحركة(:

(5)  (∆𝑷𝒊)𝒎𝒊𝒏 = ℏ√𝝀 
رات غير 

 
ة، سيييييييتم  اسييييييتخدام المؤلم الي  في الأجزاء الت 

ة بييييييادلييييييي  (. يمكن AdSلتحقيق جبر)  𝑃𝑖و   𝑋𝑖الت 

قيقيية لمعيي ادليية عنييدهييا الحصيييييييييييييول على الحلول الييد 

هة في فضيييييييييياء لمنا ي البعد م  ) (، EUPباولي المشييييييييييو 

رات بييييييدلاليييييية ن يرا  ييييييا 
 
وهييييييذا بتمثيييييييل هييييييذه المؤلم

ة  بييادل   𝑝𝑖و   𝑥𝑖الاعتيييادييي  ال ي تحقق علاقييات الت 

ة في فضيييييييييياء الموضيييييييييي . يتم  هذا الانتقال بين  العادي 

هيية من خلال  ة و ن يرا  ييا المشيييييييييييييو  الحييالات العييادييي 

ا حويلات الت  ة:الت   لي 

(6-

a) 
𝑿𝒊 =

𝒙𝒊

√𝟏 − 𝝀𝒓²
 

(6-

b) 𝑃𝑖 = −𝑖ℏ√1 − 𝜆𝑟²𝜕𝑥𝑖  

[هييييييييو   𝑥بييييييييحيييييييييييييييييث ييييييييي ييييييييون ميييييييي ييييييييال تييييييييغييييييييييييييييير  −

1/𝜆, 1/𝜆[  الييييييعييييييادي  الييييييذي  ييييييعييييييطييييييي المييييييجييييييال

ة  [ل حييدالميييات ال ييارتيزييي  − عنييد غييياب  ]∞,∞

شوه أي 
 
𝜆ال  = 0. 

II.  ايفارو :-طريقة نيكيفورو 
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-فتيم اسييييييييييييييتيحييييييدا  طيرييقيييييية نيييكيييفيورو ليقييييييد 

ة NUإيفاروف ) فاضييلي  ( أسيياسييا لحل المعادلات الت 

ريقيية 
 
ننييا هييذه الط

 
ة الفييائقيية. حيييث تمك الينييدسيييييييييييييييي 

رجيييية 
ة من الييييد  فيييياضيييييييييييييلييييي  من تحويييييل المعييييادلات الت 

وال  ة إلى شييييييييييييي ييييل المعييييادلات المعبرة عن الييييد  انييييي 
 
الثيييي

ة اليييييييفيييييييائيييييييقييييييية  Hypergeometric) الييييييييييييييينيييييييدسييييييييييييييييييييييييييي 

function):وهذا باستعمال تحويل ل حدالميات ، 

(7)  

𝝍′′(𝒔) +
𝝉̃(𝒔)

𝝈(𝒔)
𝝍′(𝒔)

+
𝝈̃(𝒔)

𝝈²(𝒔)
𝝍(𝒔)

= 𝟎 
ود من   𝜎̃(𝑠)و   𝜎(𝑠)حييييث ت ون  كثيرات الحيييد 

ة كحد أقصييييييييييييي  ، وت ون درجة كثير  اني 
 
رجة الث

الد 

ود  [.31-32] 2أقل تماما من  𝜏̃(𝑠)الحد 

حليل أدناه:  إذا استخدمنا الت 

(8)  𝝍(𝒔) = 𝝓(𝒔)𝒚(𝒔) 
 :[32]كما يلي  (7)ة المعادلتصب  

(9)  𝝈(𝒔)𝒚′′(𝒔) + 𝝉(𝒔)𝒚′(𝒔)
+ 𝜦𝒚(𝒔) = 𝟎 

 حيث:

(10)  

𝝉(𝒔)
= 𝝉̃(𝒔) + 𝟐𝝅(𝒔)& 𝝅(𝒔)

= 𝝈(𝒔)
𝒅

𝒅𝒔
(𝒍𝒏𝝓(𝒔)) 

 ل:  𝛬ونعرف الحد  
 
 بالش

(11)  𝜦𝒏 + 𝒏𝝉′ +
𝒏(𝒏 + 𝟏)

𝟐
𝝈′′

= 𝟎 & 𝒏 ∈ ℕ 
اقييييية من المعيييييادلييييية يتم 

 
ة للطييييي اتيييييي 

 
إي ييييياد القيم اليييييذ

وكيذليك  𝛬𝑛ه، ويتم ذليك أولا بتحيدييد القيم أعلا 

 عن طريق تعريف المعامل: 𝜋(𝑠)عبارة 

(12)  𝒌 = 𝜦 − 𝝅′(𝒔) 

ة: 𝜋(𝑠)لنحصل على  بصيغة حل  لمعادلة تربيعي 

(13)  

𝝅(𝒔)

= (
𝝈′ − 𝝉̃

𝟐
)

± √(
𝝈′ − 𝝉

𝟐
)

𝟐

− 𝝈̃ + 𝝈𝒌  

، ي ون 𝜋 (𝑠)ت در الإشيييارة إلى أنه عند حسييياب 

ة، ويتم  𝑘امل تحديد المع قطة الأسييييييييييييياسيييييييييييييي  هو الن 

إي ييياده من خلال الإشيييييييييييييييارة إلى أن الحيييد  الموجود 

ربي ي في المعادلة 
 
ي ب أن (13) أسيييييييييييييفل الجذر الت

ي ون مربعييا تييامييا لكثير حييدود، ممييا  عطي معييادليية 

ة للمعييياميييل  . نسيييييييييييييتخيييدم المعيييادلييية 𝑘عيييامييية تربيعيييي 

( ليييتيييقيييييييييييم Rodriguezعيييلاقيييييية رودرييييغيييييييز )و  (10)

ود الحلول   :𝑦𝑛(𝑠)المعبرة عن كثيرات الحد 

(14)  
𝒚𝒏(𝒔)

=
𝑪𝒏

𝝆(𝒔)

𝒅ⁿ

𝒅𝒔ⁿ
[𝝈ⁿ(𝒔)𝝆(𝒔)] 

اليييييية 𝐶𝑛 حيييييييث  ن يم وتحقق الييييييد  هو لمييييييابييييييت الت 

𝜌(𝑠) :ة الي   العلاقة الت 

(15)  
𝒅

𝒅𝒔
[𝝈(𝒔)𝝆(𝒔)] = 𝝉(𝒔)𝝆(𝒔) 

ود  تشيييييييييييييير هييييذه المعييييادليييية الأخيرة إلى كثيرات الحييييد 

ة ال ي تتمي  المتعيييامييي ن ز بيييالعيييدييييد مدة الكلاسييييييييييييييكيييي 

عياميد ال ي  ة الت  الخصييييييييييييييائو الميمية ومن يا خياصييييييييييييييي 

ة: الي   تعبر عن ا العلاقة الت 

(16)  ∫ 𝒚𝒏

𝒃

𝒂

(𝒔)𝒚𝒎(𝒔)𝝆(𝒔)𝒅𝒔

= 𝟎 𝐢𝐟 𝒎 ≠ 𝒏 



ة العلوم
 
اب م ل كنولوجيا                       العدد الر  اني                      (                   04  )والت 

 
داس ي الث 2021الس   

106 
 

III.  مععععععادلعععععة شعععععععععععععرودينجر في وجود الحقعععععل

 :المغناطيسلي

روع في حل معادلة شيييرودين ر نقوم 
 
قبل الشييي

ض العلاقات الخاصييييييييية بالفضييييييييياء غير تعريف بعب

بديلي.  الت 

بييييييدييييليييي بييييييأن ميييؤلميييري  ييييتيييميييييييز اليييفضييييييييييييييييييياء غييييييير اليييتييي 

ة  الإحيييييدالمييييييات الخييييياصيييييييييييييييييية بيييييه ت ون غير تبيييييديليييييي 

مخالفة في ذلك خصيييييييييييييائو إحدالميات الفضييييييييييييياء 

الييييعييييييادي. وتييييفييييي الإحييييييدالميييييييييييات فييييي هييييييذه الييييحيييييياليييييية 

ة: الي   بالعلاقات الت 

(17)  [𝒙̂𝝁, 𝒚̂𝒗] = 𝒊𝜽𝝁𝒗 

( ضيييييييد متناظر Tensorموتر )إلى  𝜃𝜇𝑣حيث يرمز

ابييييييت
 
في مي يييييياني ييييييا الكم  ℏويلعييييييب نفس دور الثيييييي

 المعتادة.

ة ة (Unitarity) للحفيييا  على واحيييديييي  وهو  الن  ريييي 

ة لا تعار   ة فيزيائي  شييييييييير  أسييييييييياسييييييييي ي في كل ن ري 

ة  ببي  (، نختار Causality)مبدأ الس 

𝜃
0𝑣

= من يبقى كمعييياميييل  0 ، مميييا  عني أن الز 

رات وأ
 
بييييييديييييييل ييييؤلمييير فيييقييي  عيييليييى الميييؤلمييي ن عييييييدم اليييتييي 

نيييا هيييذه،  ة. في حيييالت  منيييي  ة فق  دون الز  الفضيييييييييييييييائيييي 

ا لجييييييداء مويييييييال  عطى  جييييييداء أي دالتين م يييييياف يييييي 

(Moyal product ):الي  الت 

(18)  
(𝒇 ⋆ 𝒈)(𝒙)

= 𝒆𝒙𝒑 [
𝒊

𝟐
𝜽𝒂𝒃𝝏𝒙𝒂𝝏𝒚𝒃] 𝒇(𝒙)𝒈(𝒚)|

𝒙=𝒚
 

ان كيفيتييييييان و 𝑔و    𝑓حيييييييث  يفتر  أن مييييييا دالتيييييي 

 قابلتان للتفاضل بلا حدود.

ري الانتقييال والز خم في هييذا 
 
عبير عن مؤلم يمكن الت 

حويلين  موذج بالت   :[40-42]الن 

(19)  𝒙𝒊 ⟶ 𝒙𝒊 −
𝟏

𝟐ℏ
𝜽𝒊𝒋𝒑𝒋  ;    𝒑𝒊 

⟶ 𝒑𝒊, 𝒊 = 𝟏, 𝟑̅̅ ̅̅ ̅ 
لميابتيا ونختيار  𝜃𝜇𝑣را تنختيار في دراسييييييييييييي نيا هيذه مو 

 ي ون لدينا:المعلم بحيث 

(20)  𝜽𝒊𝒋 = 𝝐𝒊𝒋𝒌𝜽𝒌 𝒂𝒏𝒅 𝜽𝟑 = 𝜽 

حوييييييل ) ( إلى 19يمكننيييييا عنيييييدهيييييا إعيييييادة كتيييييابييييية الت 

الي:  ل المكثف الت 
 
 الش

(21)  

𝜽𝟏𝟐 = −𝜽𝟐𝟏 = 𝜽𝟑

= 𝜽  ;   𝒓⃗⃗  

→ 𝒓⃗ +
𝜽⃗⃗ × 𝒑⃗⃗ 

𝟐ℏ
 

يمكننا ا ن الانتقال إلى معادلة شيييييييييييييرودين ر ال ي 

 تكتب كما يلي:

(22)  [
𝑷²

𝟐𝒎
+ 𝑽(𝒓)]𝜳(𝒓)

= 𝑬𝜳(𝒓) 
اقة ال امنة ال ي تعبر  𝑉(𝑟)حيث 

 
هو عبارة الط

وافقي: نا عن كمون اليزاز الت   في حالت 

(23)  𝑽(𝒓) =
𝟏

𝟐
𝒎𝝎𝟐𝒓𝟐  

ات ة عن كمون شييييييييييعا ي  اقة الن 
 
نضيييييييييييف إل  ا الط

𝐴  ك 𝑃2بييييييييياسيييييييييييييييييييييتيييييييييعيييييييييميييييييييال كيييييييييتيييييييييابييييييييية دييييييييييرا =

(𝑝 −
𝑒

𝑐
𝐴)

2
ق عيييييييار كولومييييييب ونعتبره يحق  

(Coulomb بييييحيييييييييييث نييييكييييتييييبييييييه بييييييدلاليييييية الييييحييييقييييييل )

 كما يلي: 𝐵⃑⃗المغناطيس ي 

(24)  
𝑨⃑⃗⃗ =

𝟏

𝟐
𝑩⃑⃗⃗ × 𝒓

=
𝑩

𝟐
(−𝒚, 𝒙, 𝟎) 
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فيييي ميييعييييييادلييييييية   𝑃2ييييميييكييينييينييييييا ا ن تيييعيييوييييض عيييبييييييارة 

يلزمنا أن نأخذ بعين الاعتبار و ( 22) شيييييييييييييرودين ر

ة للفضيييييييييييييييياء ال ي تييييدرج  بييييديلييييي  ة غير الت  الخيييياصيييييييييييييييييي 

ح ( 20ويييييييل المبين في العلاقيييييية )بيييييياسيييييييييييييتعمييييييال الت 

وكذلك كون الفضييييييييياء من نوع دي سييييييييييتر المضييييييييياد 

حيوييلات الميوضييييييييييييييحيييييية فيي  وهييييييذا بيييييياسييييييييييييييتيخييييييدام اليتي 

 .(6a،5bالعلاقتين )

 تصب  معادلة شرودين ر حين ا كما يلي:

 

(25)  

[(√𝟏 − 𝝀𝒓𝟐𝒑⃗⃗ −
𝒆

𝟐𝒄
𝑩⃗⃗ 

× (
𝒓⃗ 

√𝟏 − 𝝀𝒓𝟐
+

𝜽⃗⃗ × √𝟏 − 𝝀𝒓𝟐𝒑⃗⃗ 

𝟐ℏ
))

𝟐

+ 𝒎𝟐𝝎𝟐 (
𝒓⃗ 

√𝟏 − 𝝀𝒓𝟐
)

𝟐

]  𝜳(𝒓) = 𝑬𝜳(𝒓) 

الي: (25)بعد تبسي  هذه المعادلة   ل الت 
 
 نحصل على الش

(26)  

[(𝟏 − 𝝀𝒓²)𝒑²

+ 𝜼 
𝒓²

𝟏 − 𝝀𝒓²
+ 𝒊ℏ𝝀(𝒓⃑⃗ ⋅ 𝒑⃑⃗⃗)

−
𝜷

𝜶
𝑳𝒛

− 𝜺]𝝍(𝒓⃗ ) = 𝟎 

حيييييييث تعطى مختلف المعيييييياملات المتواجييييييدة ب ييييييا 

ا ة:بالعبارات الت   لي 

(27)  

𝜼 =
𝟏

𝜶
(𝒎𝟐𝝎𝟐 +

𝒆𝟐𝑩𝟐

𝟒𝒄𝟐

−
𝒆𝑩𝜽𝒎𝝎𝝀

𝟐𝒄

− 𝒎𝝎ℏ𝝀) 

(28)  

𝛽 =
eB

𝑐
+ 𝑚𝜔𝜆𝜃 +

𝑚²𝜔²𝜃

ℏ

+
𝑒𝐵𝜃²𝑚𝜔

4𝑐ℏ
𝜆

+
𝑒²𝐵²𝜃

4𝑐²ℏ
 

(29)  
𝜀 =

1

𝛼
(2𝑚𝐸 +

𝑒𝐵𝑚𝜔

𝑐
𝜃

+ 2𝑚𝜔ℏ) 
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(30)  
𝛼 = 1 +

𝑒𝐵𝜃

2𝑐ℏ
+

𝑒²𝐵²𝜃²

16𝑐²ℏ²

+
𝑚²𝜔²𝜃²

4ℏ²
 

 

جوع إلى شييييييييييييي ييييييل المعييييييادليييييية أعلاه  ، من (26)بييييييالر 

ة  الأفضييييييييييييييييل اسيييييييييييييتعمييييال الإحييييدالميييييات القطبييييي 

(𝑟, 𝜑)  كمييييييا أن وجود الحييييييد .𝐿𝑧   بشييييييييييييي ييييييل

اوي  منفصيييييييييييييل ب ا يمكننا من فصيييييييييييييل الحل الز 

الخييييييات بييييييه ويحتوي هييييييذا الأخير على العييييييدد 

ي المداري   :𝑙الكم 

(31)  𝝍(𝒓,𝝋)
= 𝐞𝐱𝐩(𝒊𝒍𝝋)𝑹(𝒓);  𝒍 ∈ ℕ 

الي تصب  الي:( 26المعادلة ) وبالت   ل الت 
 
 من الش

(32)  

[(√𝟏 − 𝝀𝒓²
𝒅

𝒅𝒓
)

𝟐

+
𝟏 − 𝝀𝒓²

𝒓²
(𝒓

𝒅

𝒅𝒓
− 𝒍)

−
𝜼𝒓²

ℏ²(𝟏 − 𝝀𝒓²)
+ 𝝐]𝑹(𝒓)

= 𝟎 
 حيث:

(33)  
𝝐 =

𝟏

𝜶
(
𝟐𝒎𝑬

ℏ𝟐
+

𝒆𝑩𝒎𝝎𝜽

𝒄ℏ𝟐

+
𝟐𝒎𝝎

ℏ
+

𝒍 𝜷

ℏ
) 

الي: حويل الت   نقوم بإجراء الت 

(34)  
𝑹(𝝆) = 𝝆𝝁𝒈(𝝆) ;  𝝆

= √𝟏 − 𝝀𝒓² 
 ل

 
الي للمعادلة ) لنحصل على الش  :(32الت 

(35)  

[(𝟏 − 𝝆𝟐)
𝒅𝟐

𝒅𝝆𝟐

+ 𝟐(
𝝁

𝝆
− (𝝁

+ 𝟏)𝝆)
𝒅

𝒅𝝆

−
𝒍𝟐𝝆𝟐

𝟏 − 𝝆𝟐
+

𝝐

𝝀

− 𝟐𝝁]𝒈(𝝆)

= 𝟎 
ة   ييل المبسييييييييييييي  للمعييادليية من حرييي 

 
ي تج هييذا الشييييييييييييي

(، والييذي نختيياره 34العبييارة ) في  𝜇المعييامييل اختيييار 

ر  الموالي:
 
 يحقق الش

(36)  𝝁(𝝁 − 𝟏) −
𝜼

ℏ²𝝀²
= 𝟎 

تعطي هيذه العلاقية حلين ممكنين ويلزمنيا اختييار 

ة.  الحيييل اليييذي يحقق عيييدم تفرد الحلول الفيزييييائيييي 

(، نرر أن الحييل المقبول 34بييالر جوع إلى العلاقيية )

 هو الحل الموجب تماما. لذا نكتب:

(37)  𝝁 =
𝟏

𝟐
+ √

𝟏

𝟒
+

𝜼

ℏ²𝝀²
 

 نض :

(38)  𝛜′ =
𝝐

𝝀
− 𝟐𝝁 

نقييييييا   لملا ( تتضيييييييييييييمن 35نلاحظ ان المعييييييادليييييية )

𝜌( وهيييي Singularitiesميييفيييردة ) = 0,1, −1 ،

الي  حويييييييل التيييييي  𝑠ولييييييذا يلزمنييييييا اسيييييييييييييتعمييييييال الت  =

2𝜌2 − لكتيياب  ييا على شييييييييييييي ييل معييادليية تحتوي  1

فردات:  على عدد أقل من الت 
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(39)  

[
𝒅²

𝒅𝒔²

+
(𝝁 −

𝟏
𝟐
) − (𝝁 +

𝟑
𝟐

𝒔)

𝟏 − 𝒔²

𝒅

𝒅𝒔

−
(𝒍² + 𝝐′)𝒔² + 𝟐𝒍²𝒔 − (𝝐′ − 𝒍²)

𝟒(𝟏 − 𝒔²)²
]𝒈(𝒔)

= 𝟎 
الي 7معييييادليييية تكتييييب على شييييييييييييي ييييل ) لن ييييد (، وبييييالتيييي 

 إيفيياروف-يمكننييا اسيييييييييييييتخييدام طريقيية نيكيفوروف

ة: م لحليا  الي  ود الت   كثيرات الحد 

(40)  

𝝈(𝒔) = 𝟏 − 𝒔𝟐 ;  𝝈̃(𝒔)

=
𝟏

𝟒
[−(𝒍𝟐

+ 𝝐′)𝒔𝟐 − 𝟐𝒍𝟐𝒔
+ (𝝐′ − 𝒍𝟐)] 

𝝉̃(𝒔) = (𝝁 −
𝟏

𝟐
)

− (𝝁 +
𝟑

𝟐
𝒔) 

ريقيية المبينيية سييييييييييييييابقييا وبعييد 
 
ن ب  ا ن خطوات الط

عويض في المعادلة )  (، ن د:13الت 

(41)  

𝝅(𝒔) =
(𝝁 −

𝟏
𝟐
) (𝒔 − 𝟏)

𝟐

± [
𝟏

𝟐
((𝝁 −

𝟏

𝟐
)
𝟐

+ 𝒍² − (𝟒𝒌

− 𝝐′)) 𝒔²

− ((𝝁 −
𝟏

𝟐
)
𝟐

− 𝒍²) 𝒔

+
𝟏

𝟐
((𝝁 −

𝟏

𝟐
)
𝟐

+ 𝒍² − (𝟒𝒌

− 𝝐′))]

𝟏/𝟐

 

من اعتبييار الحييد  تحييت الجييذر    𝑘المعييامييل يحييدد 

مربعييييا تييييامييييا كمييييا ذكرنيييياه سييييييييييييييييابقييييا، ون ييييد عنييييدمييييا 

 قيمتين:

(42)  

𝒌𝟏 =
𝝐′

𝟒
+

𝒍

𝟐
(𝝁 −

𝟏

𝟐
) ; 𝒌𝟐

=
𝝐′

𝟒

−
𝒍

𝟐
(𝝁 −

𝟏

𝟐
) 

سيييييييييييييبيييية للحل
 
فييييإننييييا نتحصييييييييييييييييل على   𝜋(𝑠)ول بييييال 

ة: الي   الحلول الت 

(43)  

𝝅(𝒔)

= {
𝝅𝟏,𝟑 =

𝟏

𝟐
[(𝟐𝝁 ∓ 𝒍 + 𝟏)𝒔 − (𝟐𝝁 ± 𝒍 − 𝟏)]

𝝅𝟐,𝟒 = ±
𝒍

𝟐
(𝒔 + 𝟏)

 

وأما  𝑘1بالحل  𝜋2و  𝜋1حيث ترتب  القيمتان 

𝜋3  و𝜋4 فتتعلقان بالحل ،𝑘2. 
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تعطي  الحلول المتحصيييييييييييييييييييل عل  ييييييا أن ي ييييييب على

شييييييييوه )
 
𝜆الحلول المعروفة عند غياب ال  → 0 ،)

 :  𝜋4لذا الحل المناسب هو

(44)  
𝝉(𝒔) = −(𝝁 +

𝟑

𝟐
+ 𝒍) 𝒔

+ (𝝁 −
𝟏

𝟐
− 𝒍) 

الي ن يييييد عبيييييارة 
و  (11)من المعيييييادلتين   𝛬𝑛وبيييييالتييييي 

(12:) 

(45)  

𝜦𝒏 = 𝒌𝟐 −
𝒍

𝟐

= 𝒏(𝒏 + 𝝁 + 𝒍

+
𝟏

𝟐
) , 𝒏

= 𝟎, 𝟏, 𝟐, .. 
بيييارات ال ي ترب  بين مختلف اذن بيييالعودة إلى الع

اقيية وهي 
 
المعيياملات بعضييييييييييييييييا ببعض وبين قيم الطيي

(، 38( و )37( و )33( و )30( و )29( و )28( و )27)

ة للطاقة: ة للقيم الذاتي   ن د العبارة الن  ائي 

(46)  

𝑬  

=  [(𝟐𝒏 + 𝒍

+ 𝟏)ℏ√𝜶((𝝎 −
𝝎̃

𝟒
𝜽 −

ℏ𝝀

𝟐𝒎
)
𝟐

+ (𝝎̃ −
𝝎𝝀

𝟒
𝜽)

𝟐

− (𝝎̃² − 𝝎²𝝀²)𝜽²)

+ 𝜶
𝝀ℏ²

𝟐𝒎
(𝟒𝒏(𝒏 + 𝒍 + 𝟏)

+ 𝟐𝒍 + 𝟏)]

−
𝒎𝒍𝜽

𝟐
((𝝎 − 𝝎̃)²

+
𝝎ℏ

𝒎
(𝟏 +

𝒎𝝎̃

𝟐ℏ
𝜽) 𝝀)

− ℏ(𝝎 + 𝒍𝝎̃) (𝟏 +
𝒎𝝎

ℏ
𝜽) 

𝜔̃ميييييي  اعييييييتييييييبييييييار = 𝑒𝐵/2𝑚𝑐 = 𝜔𝑐/2𝑐 

وراني ) ω𝑐حيث  (. Cyclotronهو تردد المسرع الد 

  نشير هنا إلى أن هذه العبارة تعطي عبارة
 
اقات الط

شيييييييييوهات أي بوضييييييييي  االع
 
ة عند إزالة معاملي ال  دي 

𝜆 = 𝜃و   0 = 0. 

ة  وال الييييييذاتييييييي  لموجيييييية حيييييييث لن تقييييييل ا ن إلى الييييييد 

ة أن نأخذ عبارة  من عبارة الجزء  𝜋4يلزمنا بداي 

𝜙(𝑠) ( كما يلي:10والذي  عرف من العلاقة ) 

(47)  𝝓(𝒔) = (𝟏 − 𝒔)𝒍/𝟐 

، (40)في   𝜎(𝑠)بييييييالاعتميييييياد على شييييييييييييي ييييييل عبييييييارة

 :𝑦(𝑠)( ن د الحد  14وعلاقة رودريغيز )

(48)  𝒚𝒏(𝒔) =
𝑪𝒏

𝝆(𝒔)

𝒅𝒏

𝒅𝒔𝒏
[(𝟏

− 𝒔²)𝒏𝝆(𝒔)] 

𝜌(𝑠)حيييييييييييييييييييييييييث  = (1 + 𝑠)
(𝜇−

1

2
)(1 −

𝑠)𝑙 
حييدود  ات( هي عبييارة كثير 48نلاحظ أن المعييادليية )

 ، فنكتب:[43]( Jacobiجاكوبي )

(49)  𝒚𝒏(𝒔) ≡ 𝑷𝒏
(𝒍,𝝁−𝟏/𝟐)(𝒔) 

الي يمكن كتابة  كما يلي:𝑔(𝑠)وبالت 
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(50)  
𝒈(𝒔)
= 𝑪𝒏(𝟏

− 𝒔)𝒍/𝟐𝑷𝒏
(𝒍,𝝁−𝟏/𝟐)(𝒔) 

 ل العام لدالة الموجة بدلالة المتغيرين 
 
وي ون الش

( و 14مسيييييييييييييت ت ا من العبارات ) 𝜑و  𝑟القطبيين 

 ليعطى بالعبارة:( 50( و )34( و )31)

(51)  

𝜳(𝒓,𝝋)
= 𝑪𝒏𝟐

𝒍/𝟐𝒆𝒊𝒍𝝋(𝟏

− 𝝀𝒓²)𝝁/𝟐(𝝀𝒓²)𝒍/𝟐𝑷𝒏
(𝒍,𝝁−𝟏/𝟐)(𝟏

− 𝟐𝝀𝒓²) 

هو لمييابييت   𝐶𝑛، و (38)في   𝜇حيييث  عرف المعييامييل 

نييييي يييييييييييم ) ( الييييييذي Normalization Constantاليييييتييييي 

إي يييياد الن  ييييام في كيييل أن قيميييية احتمييييال يضيييييييييييييمن 

 :[30]ة الحالات الممكنة هو مساو للوحد

(52)  ∫
𝟐𝒍+𝟏𝝅𝒓𝒅𝒓

(𝟏 − 𝝀𝒓²)𝟏/𝟐

𝟏

√𝝀

𝟎

𝑹∗(𝒓)𝑹(𝒓)

= 𝟏 
الي كتيييابييية العبيييارة 

ابيييت وبيييالتييي 
 
لإي ييياد قيمييية هيييذا الثييي

ة لدوال الموجة ) نستخدم  (،51ال املة والن  ائي 

حييييديييييد  خصييييييييييييييييائو كثيرات حييييدود جيييياكوبي وبييييالت 

عامد بين ا   :[37]شر  الت 

(53)  

∫ 𝒅𝒚(𝟏 − 𝒚)𝒂(𝟏
𝟏

−𝟏

+ 𝒚)𝒃 [𝑷𝒏
(𝒂,𝒃)

(𝒚)]
𝟐

=
𝟐𝒂+𝒃+𝟏𝚪(𝒂 + 𝒏 + 𝟏)𝚪(𝒃 + 𝒏 + 𝟏)

𝒏! (𝒂 + 𝒃 + 𝟐𝒏 + 𝟏)𝚪(𝒂 + 𝒃 + 𝒏 + 𝟏)
 

ة كما يلي:  لن د عبارته الن  ائي 

(54)  

⇒ 𝑪𝒏

= √
𝝀

𝟐𝒍𝝅

𝒏! (𝟐𝒏 + 𝒍 + 𝝁 +
𝟏
𝟐
)𝜞 (𝒏 + 𝒍 + 𝝁 +

𝟏
𝟐
)

𝜞 (𝒏 + 𝝁 +
𝟏
𝟐
)𝜞(𝒏 + 𝒍 + 𝟏)

 

ة  ة للدوال الذاتي  وهو ما  عطينا الصييييييييييييييغة الن  ائي 

تعويضييييييييييييينييييا هييييذه عنييييد )أو دوال الموجيييية( للن ييييام 

 (.51العبارة في العلاقة )

 

في هيييييذا العميييييل قمنيييييا  :Conclusionالخلاصعععععععععععععععععة 

ة الأبعاد في  بدراسييييييييية معادلة شيييييييييرودين ر لمنائي 

وافيقيي ميرفيقييييييا بيتييييييألمييير  وجيود كيميون اليييزاز اليتي 

في إطيييار مي يييانييييك حقيييل مغنييياطيسييييييييييييي ي خيييارجي 

هة في فضيييييييييياء دي سيييييييييييتر المضيييييييييياد  الكم  المشييييييييييو 

(AdS و ) ة م بديلي  ة غير الت   إضييييييييييافة الخاصييييييييييي 

 للفضاء.

 ايفاروف لحل-اسيييييييييييييتعملنا طريقة نيكيفوروف      

معادلة الن  ام حيث تمكنا من إي اد الصييييييييييييغ 

ة للطيييييياقيييييية  ة ل ييييييل من القيم الييييييذاتييييييي  حليلييييييي  الت 

ة وال اليييذاتيييي  نيييا هيييذه الأخيرة للموجييية وكتب واليييد 

 بدلالة كثيرات حدود جاكوبي.

ة ون يرا  ييييييا         اقييييييات الييييييذاتييييييي 
 
تبين عبييييييارات الطيييييي

وال الموجة وجود تصييييييييييحيحات تضيييييييييياف إلى  الد 

ة )أي دون  العبيييييارات الممثلييييية للحيييييالييييية العييييياديييييي 

صيحيحات بمعاملي  تشيوهات( وترتب  هذه الت 

شوه 
 
عيين  𝜃 و λال  المعبرين عن مبدأ عدم الت 

ة للفضييياء على  الموسييي  بديلي  ة غير الت  والخاصيييي 

حقق من هذه العبارات 
والي. يمكن الت   الت 
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شيييييوهات حيث ن د 
 
بحسييييياب ن ايا  ا عند إزالة ال 

 العبارات المميزة للفضاء العادي.
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