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RESUME :

La conduite de la politique budgétaire et 1’appréciation du déficit acceptable et
des marges de manceuvre en fonction du cycle économique et de la dette publique
accumulée sont des sujets réguliers de controverse. Tout changement de cette
conduite entraine une dépense d’énergie importante et constitue un risque pour la
crédibilité de la politique économique. Ceci suggére que le Gouvernement est
soumis a des colits d’ajustements importants sur les taux d’imposition comme sur
les montants et 1’orientation de la dépense.

Pour cela ce présent travail consiste a déterminer pour chaque année une
séquence de dépenses et de recettes pour le gouvernement en réduisant au
maximum les colts d’ajustements liés a cette nouvelle politique budgétaire et aussi
de quantifier leur impact sur I’évolution de la dette, durant une période donnée.

Mots clés : dépenses publique — recettes publiques- dette- taux d’ajustement
structurel-contréle optimal

INTRODUCTION :

L’effondrement du prix du pétrole sur le marché mondial en 2014 arévélé au
grand jour la crise profonde de I’économie Algérienne.

Cette crise est antérieure a la chute brutale des recettes d’exportation du pays
mais elle devenue plus évidente depuis cette date.

Désormais, 1’économie Algérienne se trouve dans une situation caractérisé par :

- Les
prix a la consommation ont augmenté de 8,1% depuis aolt 2015 a juillet 2016.

- Le
rythme annuelle d’inflation (aott 2015 a juillet 2016/ aoGt 2014 a juillet 2015) se
situe a 5,5% et que les prix & la consommation ont augmenté de 6,3% durant les
sept premiers mois de 2016. Au rythme actuel, le taux d’inflation devrait dépassait
les 10% a la fin de I’année.

Ainsi, I’inflation accélére et contrarie le discours du gouvernement qui pense
pouvoir contenir le déficit budgétaire en dévaluant la monnaie nationale.

Devant I’approfondissement continu de ces déséquilibres, 1’Etat se voit contraint
d’adopter une politique d’ajustement de son économie.

Parmi les instruments nécessaires qu’utilise I’Etat afin de corriger ces
déséquilibres est la politique budgétaire, SAMUELSON la définit comme suit :
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« Par politique budgétaire active, nous entendant le processus consistant a
manipuler les impots et les dépenses publiques aux fin de :

Contribuer a amortir les oscillations économiques.

Favoriser le maintien d’une économie progressive assurant un degré élevé

d’emploi, affranchie de toute poussée excessive d’inflation »

L’ajustement au niveau de la politique budgétaire se traduit par la détermination
de niveau et structure de dépenses, de méme, pour les recettes, par un nouveau taux
de taxation ; toutefois, cette réforme est difficile & exécuter a cause de son colt
¢élevé par I’ajustement du taux de taxation au niveau désiré entraine une révision
colteuse des regles de fiscales, en terme de crédibilité aussi parce qu’elles
conduiront a la révision du rythme de croissance des dépenses entraine des codts
d’ajustement liés a des rigidités institutionnelle, a des colt d’installation qui
génerent des délais de mise en ceuvre, ce qui provoquera une baisse
d’investissement et de 1’activité économique en cours.

L’existence des codts élevés conduit a des corrections progressives en termes de
recettes et de dépenses de facon a tendre vers son objectif.

Ce présent travail consiste a déterminer pour chaque année une séquence de
dépenses et de recettes pour le gouvernement en réduisant au maximum les codts
d’ajustements liés a cette nouvelle politique budgétaire et aussi de quantifier leur
impact sur I’évolution de la dette, durant une période donnée.

A-  Exposeé théorique du probleme

On suppose que le gouvernement a un objectif a long terme, a la fois sur les
dépenses et sur les recettes, exprimées en pourcentage du PIB (g*, t*) ; ’existence
de cofits d’ajustement importants le conduit a corriger progressivement sa situation
de fagon a tendre vers sa cible (g*, t*).

Les principales hypothéses du modeéle :

H; : On admet un ajustement exponentiel de la forme :

tfpt = @it + (1 —@)t”
Avec:0<¢p; <1

t; - Recettes publiques exprimées en part du PIB & la date t.

Le gouvernement supporte sur les recettes un codt instantané quadratique a la
trajectoire optimal qui s’écrit pour la période t :

cie = (1= o)t — tP*)
cie = A=)t —t") — p1(t—1 —

t*)]Z
H, : On suppose que le mode d’ajustement sur les dépenses publiques exprimées

en part du PIB (g;) est symétrique a celui sur les recettes publiques :

gtopt = @ogi-1+ (1 —@o)g”

Avec: 0< @y <1
g: - Dépenses publiques exprimées en part du PIB a la date t.
Le gouvernement sur les dépenses un colt symétrique a celui sur les recettes
publiques, qui s’écrit pour la période t :
_ opti2
Crt = C[gt — 9 ]
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= [(9¢ = 9") = ©0(ge-1 — gD]?
Donc la fonction du colt s écrit aladatet:

(1 + Tl) . 2
(1 o |c((ge = 9" + 90(ge-1— 97)
* * 2
+ (1= )((t = ) = @1 (e — )]
Tel que : E:g est le facteur d’actualisation exprimé en part du PIB ;
Ou:  : est le taux d’actualisation

n : est le taux de croissance de I’économie a long terme.
H; : Le taux de croissance a long terme de 1’économie(n), le taux d’actualisation
(Q) et le taux d’intérét sur la dette publique () sont supposés constants :
ng =n, t=12,..,N
=T, t=12,..,N
=14 t=12,..,N
H, : Le gouvernement finance sa dépense publique par I’impdt et par émission
d’emprunt.
Dans ce modele, on suppose que 1’émission monétaire et la vente d’actifs publics
font partie d’une ressource fiscale.
Hs : On suppose que le gouvernement n’est soumis qu’a deux contraintes :
1-  Lacontrainte budgétaire inter temporelle :
La contrainte budgétaire du Gouvernement a I’instant & s’écrit :
B,—B; 1=G—T;+7rB; 4

=D +71rB; 4
Ou: B;: Ladette publique a la datte t T, : Les recettes publiques a la
datte t
G, : Les dépenses publiques a la datte ¢ T Le taux d’intérét sur la

dette publique.
La contrainte budgétaire du Gouvernement en part du PIB s’écrit :

B, _ B, 4 _ D, rB;_4
PIB, (1+n)PIB; PIB; (1+n)PIB,
1
b,——b,_ +—»>b,_
t 14n 1 1+ t-1
b;—b; 4 =d;+ 1+n bt 1

En résolvant par récurrence cette équation pour t>1, et en passant a la limite, on
obtient quand le taux d’intérét () est supérieur au taux de croissance(n), la
contrainte budgétaire intertemporelle.

1+r - ¢
by = ) [A+mA+ Dl - g0
Mo t=1
Elle indique que la somme actualisé des surplus primaires futurs (t, — g,) doit
permettre le remboursement de la dette publique initiale.

C1 =
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Remarques
La contrainte budgétaire inter temporelle n’a de sens que si le taux d’intérét est

supérieur au taux de croissance de 1’économie car si (r ) est supérieur a (n), le

ratio

stationnaire qui dépend de 1I’importance du déficit.

Cette contrainte budgétaire intertemporelle souléve des probléemes méme dans le
cas ou le taux d’intérét est supérieur au taux de croissance, car elle n’interdit pas a
priori que la dette croisse a I’infini ; elle impose seulement que la dette augmente a

1+ N oo
un rythme inférieur aﬁ or cette situation est irréaliste, surtout quand elle est

exprimée en part du PIB. Une fagon de contourner partiellement cette difficulté
consiste a imposer explicitement des contraintes sur les niveaux des recettes et des
dépenses.

Dans la suite de 1’étude, on exclura le cas ou (n) est supérieur a(r).

2-  Les contraintes sur les dépenses et les recettes

Le gouvernement est soumis a des contraintes sur (g) et (t) ; ne peut
indéfiniment augmenter (t) et diminuer (g) car a un niveau de dépenses trop faible
aura pour effet la baisse du rythme de croissance de 1’économie, de méme qu’un
taux d’imposition trop élevé, pour cela il est nécessaire de fixer un niveau de
dépenses incompressibles g;,; et un taux d’imposition maximal &g, .

La difficulté soulevée par ces contraintes est qu’elles jouent a chaque période
c'est-a-dire que dans chaque période on a un niveau de dépenses minimal gy, et
un taux d’imposition maximal tg,, différents de ceux de la periode précédente.

Une solution a ce probléme consiste a considérer qu’elles ne sont jamais saturées
et a rechercher les conditions sur les paraméetres (n) , (r) et ({), permettant
d’obtenir ce résultat.

dette . L , . . \ . . \ .
5 Croit mais a un taux décroissant jusqu’a ce qu’il arrive & un niveau

Cy: tsup = tt
C3! gt = gmf
B-  Résolution du modéle
1- Casouil n’y apas de colits d’ajustement (8o = 8, = 0)

t
Le probléme est de minimiser ;24 [%] c; , Ce qui revient & maximiser
(1+n)
221~ [(avg)

En I’absence de colts d’ajustement, le programme s’écrit :
max Y - [y
L~ [a+
Avec :
ce=c(ge—9g)+1~-
o)(t, — t)?
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Sous contraintes :

cq1:la contrainte budgétaire intertemporelle
Ca: tsup = tt
C3: 9t = gmf
Gins - Un niveau de dépenses incompressibles toup - Un taux
d’imposition maximal

a- Le Gouvernement n’est pas solvable

147 1+nyt
Cy: 1+n ] Z[ ] sup gmf)

En se placant immédiatement dans Ia S|tuat|on la plus favorable (imp6t maximal,
dépenses minimales), le gouvernement est incapable de rembourser son
endettement initial. On exclura par la suite cette situation d’insolvabilité compléte.

b-  Le gouvernement est assez riche pour réaliser immédiatement ses objectifs

Cette situation s’écrit :

_ 1+r]b <i[1+n]t(t* 9
S T nl Lilt+r g

En se plagant immédiatement a sa cible(t =t*,g = g*) , le Gouvernement
parvient a rembourser intégralement son endettement initial, son comportement
n’est donc soumis, en pratique, a aucune contrainte.

c- Le Gouvernement n’est pas riche et la contrainte budgétaire est active

Ce cas est le plus intéressant, car il pose la question de la conduite optimale de la
politique budgétaire.

Notations : A; : Multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte c3 a la
date (t)
A; - Multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte ¢, a la
date (t)
u: Multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte ¢, a la
date (t)
Soit le Lagrangien
1+nyt 1+7r
Z [1 = r] [c(ge—g ) +(1 -t —t)?]+n [— o n] 1

1+nyt
+ Z - ] [t: —g.] + At[gt - ginf] + M[tsup - tt]

= 1471
5L 1+nyt . 1+n
S_gtzo :Mt:zc[1+r] (gt_g)+”[1+r
5L ) 1+nt . 14+ nyt
6_tt=0 =4 =2(1—c)[1 r] (tt_t)_u[1+r]
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Comme on I’a vu précédemment, on veut exclure les cas ou les contraintes ¢, et
c3 sont actives.

Ay =2, =0, cela revient a rechercher les conditions nécessaires sur les
parametres r, n et { qui conduisent a ce résultat.

Pour résoudre ce programme, on se place dans le cas ou le taux d’actualisation
(Q) et le taux de croissance de 1’économie (n) sont inférieur ou égaux au taux
d’intérét et ou les contraintes ¢; , €3 Sur les dépenses et les recettes ne sont jamais

activesd; =4, =0

: _ o _ [-u] 1+t
Donc, on aura : 4=0>g,—g _[ZHE]
pil+4p
9:=9 _[_ [1+r]
r * I"’ 1+(t
=0t -t _[Z(I—C)][1+T]
. u 1+t
=t +[2(1—C)][1+1‘]

Le report de ces résultats dans la contrainte budgétaire intertemporelle ¢4 conduit
a I’équation suivant :

_ 1+¢°[. A+9@+n][/1+n)
9:— 9 ——(1—0)[ 1+ ] [1_ 1 +71)2 ”((1+n0)>
+(g —
L+, @+9@+n][/ @+  1+r
o _C[1+"] [1_ (1+mn)? ((1+no)>b_1+(g _t)r—n]
= t—t'=—(g:~ 9"

Dans ce cas, les dépenses croissent vers la cible de dépenses du gouvernement
tandis que les recettes décroissent vers la cible de recettes comme on I’a vu
précédemment.

L’écart a la cible a chaque date est une fonction croissante du déficit futur a
financer et de la dette initiale accumulée, mais ne dépend de la situation passée des
recettes et des dépenses que par I’intermédiaire de la dette initiale.

Donc, le cas limite ot ({ = 1), (n < 1), les dépenses, les recettes et le déficit
s’écrivent respectivement :

gt—g*=—(1—c) 1”] [(r_")

b_i1+(g -t
1+7l [A+ny T (g )]
Dans le cas limite,onprend { =ncaronan<retr={(=>n<{

* __ (r_n)b * *
= 9:—9 ——(1—0)[m 1t@ -t)

(r—n)
=9=9"—(1-0) [(1_'_—110)17—1 +(g" - t*)]
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>t =t"+c(g"—t")

(r—mn)
(1 +mny)

Les recettes et les dépenses s’établissent au niveau de leur cible a laquelle on
ajoute ou on retranche un facteur correctif permettant a la fois le remboursement de
la dette initiale et le financement des cibles sur les recettes et les dépenses. Le
surplus observé est donc juste égal aux intéréts a payer sur la dette initiale ; le
déficit global est donc nul.

Dans ce cas, le gouvernement renonce & atteindre ces cibles ; notons qu’il s’agit
d’un cas limite de la contrainte budgétaire intertemporelle, puisque la dette initiale
n’est jamais remboursée bien que les intéréts de la dette soient payés.

2- casouily a coit d’ajustement

Lorsqu’on introduit des cotits d’ajustement sur les recettes et les dépenses, le

programme s’écrit ainsi :
[ee]
win ) [1]
in —| ¢
1+¢] ¢
t=0

Avec : ¢ =c(g.— Opt) + (-
o) (t, — £’

(r—-n)
1+ ny) b ‘1]

dt = — b_l

977" = 00gi-1+(1— @o)g"
t:pt = @1t 1+(1 — @t

Sous contraintes :
cq1:la contrainte budgétaire intertemporelle

(X tsup = tt
€3 9; = gmf

On résous le programme dans le cas ol le taux d’actualisation et le taux de
croissance sont inférieurs au taux d’intérét r > {etn > r.

Remarque :

En plus le remboursement de sa dette et son déficit budgétaire du long terme, le
gouvernement doit maintenant financer I’incidence de son désajustement initial :

Pour les dépenses: @o(g¢-1 —9") Pour les recettes :
USRS Y

Ce désajustement entraine un codt positif lorsque les dépenses initiales sont
supérieures a la cible et que les recettes initiales lui sont inférieures.

Soit le Lagranglen

t
T R LR =

Ou u est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte budgétaire
intertemporelle.
La condition d’optimalité de premier ordre en g; se calcule :
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SL 1+ny
3. l1+¢ ((gt—g)t—lq)o(gt_l—g)) |
1+mn" 1+
- ZC[H?] <po(gt_1—g*)—<po(gt—g*)+u[1+:]
=0
= 2¢ —] [((9:— 9 — @o(ge1—9") - 1+((P0(gt 1= 99~

Polgi— 99| = —n [

+n
= ((9c—9) — @o(get-1— H.tpo[(.qt_rg*)—<po(gt—g*)]
B u[1+n]t
T 2cl1+r
. . 1+n 1+n .
:>(gt—g)—<poL(gt—g)—1+(<poF(gt g)+ (%(gt g)
B [1+(]t
T 2cl1+r
:>[1 1+n JF+ 1+n FL]( 5 = [1+(
¢ 1+("’ 1+ g0t gem g )= 1+r
1+n 1+
=>[(1— OL)_1—+( oF(l—‘PoL)](gt 9)——2—0[1_'_1,]
1+(
=>1- OL)[l_l_l_(‘PO](gt g) = ——[1+r]
D’ou:
1 1
9:=9" + (91— )—;L m][ﬁi
(pl
1+t
1_¢0[1+{]
1+r
1= @137
La solution obtenue est unique si @o(1+n) < (1 + Q)
1+n
Onposel—
1+rt+1
gt eolig] |
B(“D"’{’r)_[lﬂﬂ]l 1 o LtT |
Yot |
Alors 9:=9 +05"(g-1—-9) -
2"6(1 el B(@o, (1) (a)

Cette solution est unique si @o(1+n) < (1 + Q)
De fagon symétrique, on obtient pour les recettes :
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t, =t + @ (t_, — t)+Zc(1 on Blen O (b)

\ _ eyt [l
Ou B((P1, (' 1") - [1_”. [ 1— ‘Pli:;
Cette solution est unique si (1 +n) < (1 + Q)
Le report des équations (a) et (b) dans la contrainte budgétaire intertemporelle
permet de calculer le multiplicateur.

g,t = Z)klkzsup[ko, (1] I (c)
N —t*
Ou: ko = ?1_1)4‘(11(/,)(91 g9) - (g —t)+

(gl) D_g oo, (d)

ke = ¢LA72900)2A-0)(1-291)]
1 [cu(—w?gz+(;—c)(1—w1>2]
_ 4 (+m)(a+g
kz =1 (1+1)2
Le report de 1’équation (c) dans les équations (a) et (b) permet d’obtenir :
La séquence des dépenses :

9t =9 +@5(g-1—9") — B(@o,{,1) ki okzkg

1- l(p)

............................... (e) [ .
N _ |(A-29p)(1-c)(1-2¢4)
ou: k1o = [c(1-29p0)2+(1-0)(1-291)?]
La séquence des recettes :
t; = t+ (p§+1(t_1 - t*) - B((pl, (, T) k1.1k2k0 2 .......................... (f)

T [c(1-299)2+(1—c)(1-A¢p1)?]

Les équations (e) et (f) expriment les séquences des recettes {t,}; et des dépenses
{g:}: en fonction des parameétres (r,c, @q, @1), des cibles g*, t*, des valeurs
initiales t_4, g_4 et b_; et des variables prévues ny, netr.

C-  _résolution du probléme avec la méthode du contréle optimale

1- Présentation de la méthode du contrdle optimale Principe du maximum & base
du temps discret

Cette méthode couvre trois aspects essentiels :

- La finalité, exprimée par 1’objectif ;

- Les lois qui sont représentées par une unité de conduite (systeme de
controle) ;

- La structure du systeme a controler, est décrite par une équation
différentielle ou a différences finies ;

On distingue deux sortes de variables :

»  En variable d’état ou de niveau

»  Envariable de contrdle ou de décision ;

La notion d’état est utilisée comme un ensemble « qui résume, & chaque instant
I’évolution passé du systéme ; la recherche et le choix de ces variables d’état
concrétisent 1’étape préliminaire de cette approche. Elles sont appelées aussi
variables de niveau en termes économiques.
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1-1 Définition d’un probléme de contréle optimal

a.  On considére I’évolution d’un systéme ou 1’état est caractéris€¢ a chaque
instant (t) par N variables (X 1. X2, X N) appelées variables d’état, ces variables
sont des fonctions du temps et elles constituent a chaque instant (t) le vecteur :

X(t) = (X1(6), X2(1), ..., Xy (D))

b.  L’évolution du systéme dépend aussi des valeurs prises au cours du temps
par des variables (U1,U2,....,U1v) dites variables de contréles, celles —ci forment un
vecteur variant dans le temps, qui permettent d’agir sur 1’état du systéme.

On considére en général des vecteurs de commande :

> Définis dans un intervalle de temps ;

>  Dont les valeurs appartiennent a un certain domaine U € RM

»  Continu par morceau

C. La fonction économique a optimiser peut étre une fonction intertemporelle
qui peut prendre la forme d’une intégrale ou bien un critére terminal ne prenant en
compte que les valeurs terminales des variables d’état ou les deux, d’ou :

MAX [ fo,(X(®),U(t),t) dt + G(X(t),T)

Ou G(X(t),T) désigne la valeur des variables d’état a ’instant terminal (T).

Notre objectif est de déterminer la trajectoire optimale qui optimise la fonction
économique dans I’intervalle [0,T] ; I’idée premiére est d’optimiser la fonction
économique a chaque instant (T) de I’intervalle [0, T] mais le probléme qui se pose
est qu'une suite optimale de décisions instantanées ne conduit pas forcement a une
politique globalement optimale ; une facon de détourner le probléme est de
déterminer I’effet d’une décision sur la suite des décisions futures.

d. Le mécanisme qui nous permet de voir X(t) et U(t) liés aux différents
points de temps est un ensemble d’équations différentielles :

85X,
5t fi(X1 X2 Xy, Uy Uz, Uy)

Ou, plus simplement, X; = f; (X, U, t)

Les fonctions (f; ) mesurent le changement de 1’état d’un systéme ; elles
supposées différentielles par rapport a toutes les variables.

Si U(t) est vecteur de commande admissible donné, 1’état du systéme est donc
déterminé en résolvant : X = f (X, U, t)

Ce qui peut se faire, si I’on s’est donné des conditions initiales.

X(to) = Xo

e. La commande U (t) est généralement soumise & des contraintes définissant
un certain domaine U.

Le vecteur d’état X(t) peut également étre soumis a des contraintes.

Enfin, certaines contraintes peuvent faire intervenir ces deux catégories de
variables ; cette contrainte s’appelle « contrainte mixte » ou « contrainte type-
goulot d’étranglement ».

Nous allons englober ces trois cas, en considérant des contraintes du dernier typa,
soit :

In(X(),U(t),t) =0 teltyt;],h=12,..,q

191



f. Pour spécifier notre probléme, on définit les conditions initiales et finales.
Les conditions initiales consistent trés généralement a fixer les valeurs initiales
des variables d’état, soit :
X(to) = Xo
Les conditions terminales usuelles sont plus différenciées. On peut d’abord
n’imposer aucune condition terminale : on parle d’extrémité terminale libre.
On peut, au contraire, imposer des valeurs terminales aux variables d’état :
X(t1) =Xy
Ou bien, des contraintes plus souples du type :
R, (X@®)=0. k=121
Ainsi le probleme se présente comme suit :

T
MAX j for(X(0),U(D),t) dt
0

(D4 Xi=fi(X,U,t). i=12,..N

gh[X(t),U(t),t] >0 ,h = 1,2,...,q ,t E [tO'tl]

\ X(0) = Xpet X(T) libre

1-2  Présentation du principe du maximum a base discréte du temps

Le probleme de controle va conduire a des conditions d’optimalité qui
constituent une adaptation du théoreme de KHUN et TUCKER a celui de
LAGRANGE aux problémes dynamiques ; ces nouvelles conditions portent
généralement la dénomination de « principe du maximum ».

a- Rappel du théoreme de KHUN et TUCKER

MAX f(X), X vecteur a N dimensions X € RV

Sous contraintes :

giX) < a; j=12,.,p
g et f sont des fonctions différentiables par rapport & X.
b-  Enonceé du théoréme de KHUN et TUCKER
Pour que X*soit une solution optimale du programme mathématique précédent, il
est nécessaire qu’il existe un vecteur 4 de composantes 4; (j = 1, 2, ..., p) positifs
ou nuls.
Tel que :

- )X I (E)x =0 i=12,. N

-4 (Ci(X* - aj )) =0

Si on aa minimiser f(X), il suffit de mettre (—MAX)

c-  rappel du théoreme de LAGRANGE :
MAXf(X),X € RV
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Sous contraintes
9iX)=0,j=12,..,p
o Enoncé du théoréme de LAGRANGE
Pour que X* soit une solution optimale, il est nécessaire qu’il existe des
coefficients 44, 45, ..., 4, non tous nuls, appelés multiplicateur de LAGRANGE, tel
que :

P
6
| 700+ 49,00
j=0

Avant d’énoncer les conditions d’optimalité (principe du maximum), on va
montrer que le théoréme de LAGRANGE, généralement utilisé pour résoudre des
problémes statiques, peut étre utilisé pour traiter un probléeme dynamique.

Dans le cas discret, la fonction a maximiser est :

(
MAX ) fo(X(,U(®),t)
t=0

(I
X(t) = ft(X(t)l U(t),t)

X donné
On peut résoudre ce programme mathématique en formant le Lagrangien :
T-1

L= foX(®,U®,0) + s (X® + £, X(®,U®,0) — X(t + 1))

Ou: Per1 = (P1(t+ 1), p2(t + 1), ..., py(t + 1))
On suppose que L est concave en X et Ua chaque instant (t).
6L
3U(D) =0pourt=20,1,..,.T—-1
oL _ 0 t=1,..,T
3X(D) pourt=1,..,
6L
5P =X@®)+f(X(@®),U(),t)-X(t+1) pourt=0,1,.,T—-1
t+1

Nous avons ainsi un systéme de (mT(U) + NT(U) + NT(p)) équations pour
déterminer T(m + 2n) inconnues du systéme.

En calculant la dérivee de LAGRANGE par rapport a U(t), X(t), on remarque :
oL
sU(D) 6U(t) [ForX(®,U®),t)-pX(E) + Prsa (X(@®) + fr(X(0),U(D),1))]

=0pourt=0,1,..,T—-1

oL oL
XD = 5x(5 Lo KO U®D-pX(®) + braa (X(O) + FX(®, U®), )]

=0pourt=20,1,..,T—-1
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. . ') .
S Pl — P = _Fft)[fOt(X(t): U(),t) + Perafe(X(@®),U(D),t)] =0
pourt=0,1,..,T—-1

e = ~ g VoK, V() + pra f(X (0, U (), )]
Soit I’Hamiltonien H(t) défini par :
H(t) = for(X(0),U(D),t) + Prs1fe(X(2), U(F), 1)

Donc MAX L revient & maximiser H(t) avec : Pt = i;'(g

Ainsi grace aux multiplicateurs (p), dit de pontryguin, qui sont associés aux
différentes équations différentielles et fournissent & chaque date une sorte de
résumé futur, on peut décomposer 1I’optimum dynamique en une suite
d’optimisations effectuées période par période.

Ainsi, on sera conduit a optimiser a chaque période ¢t une fonction dite
« Hamiltonien ».

d- 1’énoncé du principe du maximum
Si X*(t) et U*(t) constituent une solution optimale du probleme (I) alors :
» |l existe des multiplicateurs de Pontrygin po(t + 1),p1(t + 1), ..., py(t +

1) non tous nuls et variant continiment avec le temps tel qu’en tout instant (), le

vecteur commande U*(t) soit une solution optimale du programme :

SEHIX(D,U(8),pe t] =

po(t+ Dfoe(X"(0), U(0),t) + Pesa fe (X' (), U (D), 1) (%)

Remarque :

(*) a été déja démontré précédemment.

Si les conditions de « qualification » correspondantes sont vérifiées, cette
optimalité est caractérisée par les conditions (de KHUN et TUCKER) suivantes :

(1) 3@ 20: mOGX DU D=0 h=12..q

2 H X* U* 8 X* U*
@ X o, (t>,pt,t]+hZuh(t)5—Ujgh[ ©,0°(®),1]. j

=12,...m
»  Le multiplicateur po(t) est en fait constant dans le temps et les
multiplicateurs p4(t), ..., py () sont des solutions des équations différentielles :

q
SH[X"(t),U"(t),pe,
® b = -G OPE N 0 o galX @,0°©,
h=0

6X (1)

Démonstration :
Le Lagrangien concernant le programme (I)
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Po(t +1)f o (X" (1), U*(2), 1)

+ P (X@® + f (X7, U (8),t) —X*(t + 1))

q
£ m(OgIX ®), u*(t),t]] =
h=0

On suppose que L est convexe par rapport a X*(t), U*(t).
On remarque que :

6L

30 ~ su(p Pl T DX (0, U (1), 1)

+ P (X7 @) + f(X*(®), U (8),t) —X*(t + 1))

+ z (O gulX (), U*(t),t]| =0 pourt=0,1,..,T

D’autre part, en calculant la dérivée de Lagrange par rapport a X; ,ona:

-1

6L
6X(t) ~8X 8X(t)

Po(t+ Df o (X" (D), U™ (D), 1) — pX" (1)

+ P (X*(@®) + fo (X7 (), U (), 1))
q

+ Z un(®gnX*(0),U*(t),t]| =0 pourt=0,1,..,T—1
h=0

o
=D+t P11t o 53X (D) Po(t+ 1)f o, (X" (1), U™(D), )

q
+Pea(F X (O,U@®,0) + ) m®gulX ®,U°(®), t]‘ =0
h=0

= Pe+1 — Pe =
X (0) [Po(t + Dfo:(X*(£), U* (), £) + Pesa (fe (X* (1), U (B), 1)) +
Yo mr(D)gn[X* (1), U*(D),t]] =

Ona fo (X" (), U"(0), t) + i’t+1(ft(X*(t) U*(t),t)) = H(t)

Donc : Pt = _6X*(t) 8X* (t)z oﬂh(t)gh[x (t), u (t)l t]

6
HIX (0, U" (0, po,t] - 2 () 55 I
h=0

[X*(8), U™ (1), t]

)
6X*(t)
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= pl(t) = _m H[X*(t)! U*(t)' Pe t]
q

6
- ;uh<t>mgh[x ®.U"@©),4

h)
Po(t) = D NO) H[X"(),U" (1), p, ]
q

d
- ;uhmmgh[x .U ®,4

= po(t+1) — pe(t) =0 = po(t+1) = po(t)
Donc le multiplicateur po(t) est en fait constant dans le temps.
> A D’instant terminal T
t=T
oL op:(T)X;(T)
= =>p;iT)=0. i=12,..,
sxo - sxeo P ' "

(4) donc py(T) = po(T) = -+ = py(T) = 0
Et on peut prendre :

(5) po(M =1
Remarques :
1. Sionintroduit le Lagrangien

q
LX,Up,pt) = po foX,UT)+ p; fi(X,U,T) + Z prgn(X,U,T)
h=0
Les équations (2) et (3) peuvent étre réécrites plus commodément.

6L
2) — XM, u@M,p(M),ul),T]=0. j=12,.,m

oU;
3) pi(®) = — SLIX(T), U(T), p(T), u(T), T]
' 8X;"(t)

2. Aux points de discontinuité des variables de commandes, on prolonge par
continuité les solutions des équations (3) ; ainsi les multiplicateurs p;(t) sont
continus et continiment différentiables par morceaux.

3.  Dans le cas d’une extrémité terminale libre, la nullité des multiplicateurs
P1(t1), ..., pn(t1) entraine la non nullité de pg puisqu’ils doivent étre non tous
nuls. Comme d’autre part, on démontre que la maximisation de la fonction
économique entraine la non négativité de py, on peut prendre po = 1 puisque
I’ensemble des multiplicateurs pg, p1, ..., Py €st défini a un facteur multiplicatif
pres. Dans le cas ot on minimiserait notre intégral, les conditions d’optimalité les
mémes que précédemment en prenant po < 0, c'est-a-dire po = —1 ce qui revient
en effet a consideérer la fonction —f ;.

e- la condition de transversalité :
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1. Nous avons étudié jusqu’ici le cas de I’extrémité terminale libre.
On envisage maintenant le cas général d’une extrémité terminale contrainte par :
R (X(T)] =0 k=1,2,..,1
R [X(T)] =0 k=r'"+1,1r"+2,..,r
Ou Ry, soient continument différentiables. Alors la partie (c) devient :

5L
8X*(T) 6X

5 T-1 ) )
@ ZO Po(t + D for(X* (0,07 (), 1)
+Peer (X (O + F. X @®,U°(),8) - X (¢ + 1))

q r
£ mOgGIX OU O8]+ ) 8 RdX (D] =0
h=0 r'+1

— p(MX*(T) + Z 8 Ry[X*(T)] = 0

, r'+1
6 * .
= pi(T) = Z 8k6X-—*(T)Rk[Xi (T)] pouri=1,2,..,n
r'+1 t

KHUN-TUCKER
6=>0 et 6, R X (T)]=0 pour k=1r"+1,r"+2,..,r
Eton peutavoirpyg =1 oupy =10
Dans le cas particulier ou : X;'(T)=X;; pouri=1,2,.,1
Xi(M)=2X;; pouri=r"+1,..,r
X;(T) libre pouri=r,..,n
Ces conditions de transversalité deviennent :

~ 8x(T)

pi(T) quelconque pouri=1,2,..,1r
pi(T) = 0 avecp;(T)(X;"(T) =X{1) =0 pouri=r'+1,..r
pi(T) =0 pouri=r,..,n

Et on peutavoirpo =1 oupy =0

Ceci résulte de ce que les conditions précédentes s’écrivent alors :
pi(t) = 6;

Avec §; >0 et8;(X;"(t1) =X;1)=0 pouri=1r'+1,..,r

Remarques

1-  Le multiplicateur po peut étre maintenant a priori nul, ce qui signifie que la
fonction économique fo ne joue plus le réle dans la détermination de la trajectoire
optimale. En pratique, on omet souvent d’envisager cette possibilité qui joue peu
fréquemment.

2-  Le nombre totale des conditions terminales portant sur les X;(T) et sur les
pi(T) reste constant dans nos trois formulations. Dans le théoréeme, les X;(T)
étaient libres et les N valeurs des p;(T) étaient fixées. Dans la formulation
conduisant au module (c¢") , nous avons 7’ relations liant les X;(T), puisn + r —
' relations liant les X;(T) et les p;(T) et les 8y, soit au total n — r relations.
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Apreés éliminationdes 6, (k=1,2,...,r), il reste n relations liant les X;(T)
et les p;(T). Enfin, dans la formulation conduisant a la partie(c"), nous avons au

total n relations déterminant ou liant les X;(T) et les p;(T).
3-  On obtient des conditions initiales absolument semblables a nos conditions

terminales lorsqu’on remplace la condition initiale classique Xq(tg) = X par des
contraintes :
Sp(X(te))=0 h=12 .5
Sp(X(t9)) =0 h=s"+1,..,s
Alors, il existe des nombres §4, S, ..., Sg :

q
o
(t =—Z S, (X'(ty) i=12,..,N
pl( 0) h_ophSXi (to) h( 0))

Avec pp, = 0 et pSp(X*(tg)) =0 pourh=s"+1,...,s
f- Le critére terminal
Le cas le plus général est celui ot on veut maximiser a la fois un critére
intertemporel et un critére final, soit :
T-1

MAXZ For(X(B), U, 1) + G(X(D))
t=0

Si on envisage en méme temps des contraintes sur 1I’extrémité terminale :
R,([X(T)]=0 k=1,2,..,1
R [X(D)] =0 k=r"+1,r+2,..,r
Alors la partie (c) du théoréme devient :
Il existe des nombres 84, 65, ..., 6,

5L 8
8X(T) &8X(T)

T

PoOG(X(®) + ) 8 Ri(X(T)

r'+1

T-1

+ ) po®f uX®,U(®),1)
t=0

q
+ Dot (X(O + FX@,U®,0) - XE+ D)+ ) pa@®)gn
h=0

=0

T

Po(G(X(®) + ) 8 Re(X(D)) ~ p(DX(T)

r'+1

8 C 8
= Bi(T) = Po(T) g5 CXW) + ) Bz Ri(X (D)
r’'+1

Avec 8, = 0 et 8, R, (X(T)) =0 pourk =7"+ 1,7 +2,...,r
Eton peut avoir po =1 oupy =0
0- les conditions suffisantes d’optimalité

=0

= 3X(T)
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Les conditions nécessaires d’optimalité permettent de déterminer des trajectoires
qui sont dites extrémales. Mais on peut affirmer que ces trajectoires ne sont
optimales que si les conditions nécessaires sont aussi suffisantes (d’optimalité). En
fait, comme en programmation linéaire, ces conditions seront suffisantes si on fait
des hypothéses de concavite.

- Les conditions suffisantes a la mangasarian

Les conditions nécessaires que nous avons exposés sont aussi conditions
suffisantes d’optimalité si :

L’Hamiltonien H(X, U, p, t) estconcave en (X,U) t € [tq, t1]

Les fonctions g, (X, U, t) sont quasi concaves en (X,U) t € [tq, t4]

Le multiplicateur pg = 1

Si H(X, U, p, t) est strictement concave en (X, U), la solution optimale
X*(t), U (t) est unique.

Comme HX,U,p,t) = fo(X,U,t) + X pofa(X, U, t)

Il suffit que p1(t) = 0,p,(t) =0, ...,p,,(t) =0 etfq, f1, ..., fn CONCAVE €N
(X, U) pour que la premiére de ces trois conditions soit vérifiée. Si certaines des
fonctions fy, f1, ..., fn SONt linéaires, il est inutile que les multiplicateurs
correspondants soient non négatifs.

11 est possible d’affaiblir les conditions de concavité précédentes par le résultat
suivant :

- Les conditions suffisantes a la ARROW

Les conditions nécessaires d’optimalité sont aussi suffisantes si :

L’Hamiltonien « maximisé »

H(X,U,p,t) = MAX H(X,U,p,t) pour pn:gn(X,U,t) >0

- Est concave en X

- Les fonctions g, (X, U, t) sont quasi concaves en X

- Le multiplicateur pg = 1

.2-_la résolution du probléme avec le principe du maximum

2-1 _Les trajectoires optimales sans cofit d’ajustement

En absence de colit d’ajustement, on minimise I’expression suivante :

N-1 i
(1+1'l) i+1
MIN Z
i=—-1

aro| [(@m—g)t A= -t

(1+n)N

1+9

Avec: b : Variable d’état (g, t) : Variable de contrdle c : Poids donné a
la variable de contrdle

(14n)

1+
I’économie

{ : Le taux de préférence pour le présent 7 : Le poids de la dette qu’on
minimisera.

Cela revient a maximiser le programme suivant :

: est le facteur d’actualisation n : Le taux de croissance de
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i+1

B ”21 [(1 +n)
L [a+o

Sachant que 1’état du systéme :

Sous contraintes :

9= ginf
Avec :
tsup - e niveau maximum de taxation
dépenses
Soit le Lagrangien :
_ Ja+mw]"
- lavo] ™Y
N-1 i
— c . —_—
A~ (1 + () gl+1
(r—n)
d: > 7
+ i+1 + [(1 + n)

+ 41:(9i — Giny)

A-  Laséquence de dépenses :
Conditions d’optimalité :

SH(D) ) [(1 +n)|tt
= =-2¢c|—
691 1+9
D’ou: gir1=9 —T

B- La séquence des recettes
Conditions d’optimalité

c(Git1—9)+ i1 —t) -7

2(1-c¢)

(1+n)Nb
(1+()] N

biy1—bi=diq + [(r_n)] b;

(1+n)
< tsup

Giny - l€ niveau minimal de

g% — (tip1 — t*)z] + Pis1|bi

b; — bi+1] + /11i(tsup - ti)

Gi+1—9") tDis1=0

1 [(1+r) N-i-1
2c

1+

(tiy1—t) —DPiz1=0

1 [(1+r) N-i-1
1+

a+nV !

, i+1
SH (i) - 2(1-0 [(1 +n)
8tiq 1+9
D’ou : tiqn=t"+m
C-  L’évolution de la dette
1+7 . .
i+1 =mbi+g -t -

1
2c(1-o¢) [(1 + Q)

2-2  Les trajectoires optimales avec colt d’ajustement

Avec cout d’ajustement, le programme du gouvernement s’écrit ainsi :

a+o|“

= 1+n) ‘
MIN [
2

Avec :

ci=09:i—9/)*+A -0 —t;)?

9i = @o9i-1t+ (1 —@p)g"

200



ti=@1ti1+ (A — @)t

Sachant que : bis1=b; +diq+ [E:Jr:g]
Sous deux contraintes : €t < tgyp

€3 9i = Ginf
Avec : g'; : 1a dépense optimale pour I’année (i)

t'; : la recette optimale pour I’année (i)
On résout le programme dans le cas ou le taux d’actualisation pour le présent et
le taux de croissance sont inférieurs au taux d’intérét.
Le Lagrangien correspondant au probleme ci-dessus s’écrit :

Tla+o

i+1

1
z [El : 2 ((gm ~9) - @olgi — g9’
+ A=) ((tip1 — ) — @1(t; — t*))z] +P'i1 [bi +diq

(r-n
+ [(1 o) b; — biy1| + Ai(tsup — ti) + 21:(gi — Giny)

A- Laséquence de dépenses
Conditions d’optimalité :

SH(i) (1 +n)|'*t « . ( o)
5g(i) (1 +() gdi+1 g Po\gi g
i+2
(1+n) . i i} )
0 i+2 — @ i+1 — i+1
+ 2ce a0 [(g g) —@olg g)l+p
=0
s N * i+1 Bt A 1—((pOB_1)i+2
Dou: gin1 =9 + 90 (g1 -9 + | M] 1ot | (@
147 (14m) [ El+r;]
. 1
Avec : =y P2 = Po gy A= T’f(

B- Laséquence des recettes
Conditions d’optimalité

SL B (1+n) i+1 . )
6ti+1 - _2(1 - C) (1 + () [(ti+1 -t ) - ‘Pl(ti -t )]

) i+2

1+9

+2¢:(1-0) [ [(tivz — ) — @1(tis1 — )]

_pl+1_0
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s N * i * AB*1 1-(¢ B! v
D’ou : tiga =t +@ "t —t) + [1_(,)33] 1(_;13_)1 ... (R)
1+¢ (1+n) ["(HT) '
. _ _ n _av
Avec : B = wr P37 P 1+’ 4 2¢

C- L’évolution de la dette . _
bis1=ab;+ g —t" + @o"**(g_1 — ") —_‘P21l+2(t—1 —t°)
[ Bi+1.A ] 1-— ((pOB—l)l+

1-¢,B 1-¢@¢B™!
ABi+1 1[1 - (¢1B‘1)i+2
1-¢3B|]| 1—¢.B™!

Application numérique :
1-  L’application dans le cas sans cotit d’ajustement :
o [a+m a+n"!
. = -1 ,
Jit = Ay a+9

Pour pouvoir simuler les évolutions possibles et recettes budgétaires nous
prenons comme données de base :

La dette initiale b_;=111% , les recettes initiales t_;=31% , Les dépenses
initiales g_1=43%

Le taux d’intérét r =11% , le taux de croissance n =7% , le taux de préférence ¢
=8%

La cible des dépenses g* =47% la cible de taux d’imposition t*=50% , la cible
de deéficit d*=-3%

Le poids de la dette a long terme = 4,6%

Le choix de poids de la dette a été pris en fonction de g;,s(40%) et de

ti+1=t*+7'l'[

tup(60%)
Tableau 1 : L’évolution des variables d’états et de contrdle en (%PIB)

gi+1 g Lis1 t diq b1

i=-1 41,28 47 55,18 50 -13,36 102,08

i=0 41,97 47 55,03 50 -13,08 92,98

i=1 42,13 47 54,88 50 -12,75 83,95

i=2 42,26 47 54,73 50 -12,47 74,84

i=3 42,4 47 54,60 50 -12,20 65,63

On remarque dans le tableau 1 que les dépenses croissent vers la cible de
dépenses du gouvernement tandis-que les recettes décroissent vers la cible de
recettes, donc 1’écart est contraint de diminuer et on s’apercoit aussi que la dette
décroit d’une période a I’autre.

2-  L’application en présence des cofits d’ajustement :
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Avant de passer a I’application du modele, il est intéressant de savoir comment la
politique du gouvernement doit évoluer a court terme.
Pour cela, nous calculons les dérivées partielles du déficit en part du PIB par
rapport aux différents parametres.
2.1- impact des différents paramétres :
On prend i=-1, afin de simplifier les calculs, nous supposons que @1 = @¢=@

. , A 1
,c.a.d on ajuste les dépenses et les recettes avec le méme rythme. ¢ =1-c = 2

i 4. 0(go —to) _
a Impact du déficit paszt(e. —0(931 el 4
; . Yo ~to) _ 4 _
b Impact de la cible : g a(1 [0/
i e sAL Jo —to) _ +7r\N =
c Impact du taux d’intérét : o [(= )(1+€) 1A avec A
14n 14¢ (1+n)
N/(A—¢ (1_+r))] [(1+r)] [(p((1+r)—(p(1+n))2]
d- Impact du poids de la dette & long terme: a(%"(—_)t =[( )(1:;) ]
1+
[1/(1 = 9]
e- Impact du taux de croissance : 292~ = (=)B avec B= [( )] [1-
(1+n) o
1+n)q2
el
f- Impact du taux de préférence pour le présent: % =

1+r

[mN/c(1 = )ID avee D= 1 [G1P"]

g- Impact du paramétre de 1’ajustement : % =d,—d*-
1+r 1+n

[COGPMIGTIIE avec E=[1/(1~[p G;DI»)]

2.2- Simulation et chiffrage des dérivées :

Pour pouvoir simuler les évolutions possibles et recettes budgétaires et par
conséquent les déficits budgétaires et aussi chiffrer les dérivées partielles, nous
prenons les mémes données précédentes sauf pour le poids de la dette a long terme

m=01% , @1=¢=09 ,c=l-c=7

Tableau 2 : L’évolution des variables d’états et de contrdle en (%PIB)

Ji+1 9iz1 tiv tiss ditq b1
i=-1 42,54 43,4 33,76 32,90 8,78 123,92
i=0 42,14 42,98 36,38 35,38 5,91 134,46
i=1 41,8 42,62 38,42 37,60 3,38 142,86
i=2 41,52 42,32 40,38 39,57 1,14 149,34
i=3 41,3 42,06 42,11 41,34 -0,81 154,11
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D’apres le tableau n°2, on s’apercoit facilement que le déficit n’a pas cessé de
diminuer jusqu'a arriver a un excédent de 1’ordre de 0,81%.
Tableau 3 : les valeurs des dérivées partielles de Dy par rapport a :

d, 0,9

d* 0,1

r -0,018

n -0,106
T -18,4
7 0,017
{ 0,08

- L’effet du poids de la dette a long terme est tres fort : un accroissement d’1
point du poids de la dette nécessite une réduction du déficit courant de 1’ordre de
18,4 point du PIB, ce qu’est logique car plus I’effet de la dette est important sur les
décisions de I’Etat a long terme plus il est tenu de réduire ces déficit et méme de
réaliser des excéedents.

- L’effet du taux du parametre d’ajustement : une variation d’1 point de ce
taux, provoque une variation dans le méme sens, de 1’ordre de 0,017 du déficit
courant, plus la vitesse de I’ajustement est élevée (1-¢), moins élevé est le déficit
courant.

Conclusion :

Cet article coincide avec les mesures qu’entreprend actuellement 1’Algérie
pour corriger les déséquilibres et les distorsions qui apparaissent au niveau de son
budget.

L’objectif est de modéliser le comportement des finances publiques afin de
fournir aux différents acteurs un instrument d’aide a la décision. On a construit un
mode¢le dans lequel 1I’Etat, soumis a sa contrainte budgétaire intertemporelle, réalise
un arbitrage entre un objectif de long terme de recettes et de dépenses publiques et
son souhait de réduire les colits d’ajustement liées a sa politique budgétaire.

Les principaux résultats de cette application, issus des conditions d’optimalité
du modéle sont les suivants :

- Diminution du déficit courant est dii a 1’augmentation des recettes plus
qu’a une diminution des dépenses.

- Les déficits primaires courants dépendent trés fortement du poids de la
dette donné a long terme, du taux de croissance et du déficit précedent.

- Le déficit primaire courant est peut sensible aux variations du taux
d’intérét de la dette ainsi qu’a celle du taux de préférence pour le présent.
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