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RESUME

Une analyse bayésienne est appliquée aux parametres du modéle
loglinéaire saturé. Les moyennes a priori sont choisies de fagon a étre les
termes d’association d’un modeéle simple pour les données ordinales: le
modele d'association L x L proposé par GOODMAN (1979). Des
méthodes empiriques pour estimer les paramétres des lois a prioni sont
discutées puis comparées a travers des exemples illustratifs.

MOTS-CLES : modele loglinéaire - variable ordinale - modeéle L x L - loi
apriori - loi a posteriori - estimateur de Bayes - Algorithme EM.

I- INTRODUCTION

Laird (1978) proposa d’estimer les proportions d’une table de
contingence de dimension 2 i travers une analyse bayésienne appliquée
aux parametres du modele loglinéaire saturé:

Logm;=p+A; +A;+4,
Laird adopta cette approche cn présumant que les paramétres marginaux

{4:} et {4} ont des lois a priori uniformes (impropres) indépendantes
tout en étant soumis aux contraintes :

DA =2 A=0
i Y

Elle supposa aussi que les parametres d’association {/1,-;} sont

indépendants et identiquement distribués suivant des lois N(0,6%}.
Dans notre travail, nous présentons une adaptation de la méthode de
Laird dans laquelle les relations ordinales sont mises en relief. Pour ce

faire, nous supposons que les moyennes a priori pour les {3-,-,-} sont les
termes d’association d’un modele ordinal simple : le modele LxL.
Soitn’=(n;,........., n,. ) I’échantillon multinomial des observations,

obtenu 2 partir de la classification croisée de deux variables ordinales X
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et Y pour une tablerx c.
N =(Ny,........ .0 ) est la réalisation du vecteur aléatoire

(N coeeeeenns N )oit (Njj.oo..... N ) ~Mult (~v{x,}) avec
N=Y Y n, lataille de I'échantillon et 7; la probabilité d’étre classé
dans la case (1,J ). Soitmy; =E (N;; ) = N %; la fréquence espérée.
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Le but de notre étude est I’estimation des { #; } en utilisant le modele - ;
loglinéairc saturé : |
Logm;=p+A;+A,+4,

Pour cela, on suppose toujours que les termes marginaux {}.f } et {A-}' }
sont indépendants et possedent des lois a priori impropres sur R tout en

satisfaisant :
S K =3 =0
i i

D’autre part, on suppose que les {il,,} sont indépendamment et

identiquement distribués suivant des lois normales N(B ufv,.,az) ot les
{u;} sont les scores pour les catégories lignes et les {v;} sont les scores

pour les catégories colonnes. 3

Les {4}, {2} et {4,} sont supposés mutuellement indépendants.

II-ESTIMATION DES PROPORTIONS DANS LES
TABLES DE CONTINGENCE DE DIMENSION 2

Soit 8=(A],.........., A, AL A eenieen A ) le vecteur des
parameétres, la densité a priori g(g) est définie par: |

g(O)x exp {"ZZ(AU _;‘B.M,-l-'j)2 / 20'2} -
i : SRS
La fonction de vraisemblance 1(8/r) s’écrit:
Nt
l(g / n) = chp ZZn;j iﬂg m“
|17 i
i . ’
D'apres le théoréme de Bayes, on obtient la densité a poStériori :

h(8/ n,B,0)a exp {ZZ"U log m; — ZE(}LU ~-B u,.vj)2 / 20’2}
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THEOREME

L'esumateur de BAYES de 9 est g* le mode de loi a posteriori
h8!n:B,0).
11 est solution des équations de vraisemblance suivantes :

m, =n, 1<i<r

m:j‘—"n”i 1€)<¢

m;; =nﬁ—(l:j-ﬁu,.vj)/ o’ I<i1gr1 E
I<jsc

Les {m;} satisfaisant ces équations sont uniques. Pour B et ¢* fixés, la
résolution de ces équations se fait numériquement par la méthode de
NEWTON.

Connaissant les valeurs de 8" =(A ... AL A ey AL A A), on

détermine 7 =(m;.....,7m,) Pestimateur de 7 pour lequel m; = N, .

III- METHODES BAYESIENNES EMPIRIQUES
POUR L’ESTIMATION DES PARAMETRES
DES LOIS A PRIORI

Dans la section précédente, B et ¢ furent considérés comme fix€s. Dans
cette section, on va discuter leur probléme d’estimation. Pour cela, nous
adoptons I’approche suggérée par LAIRD (1978) et qui fut aussi utilisée
par CHUANG (1982) pour un modele différent. Cette approche utilise
une méthode empirique de BAYES qui s’appuie uniquement sur les
observations.

La densité a posteriori #(8/n;B,0) est reliée a la densité a priori g(6.B.0)
et & la vraisemblance 1{8/n} par la relation :
¢(6:8,0)1(8/ n)

m{n;3,0)
ou m(n;3,0) cst la fonction de probabilité marginale de n.
En considérant la distribution de n comme fonction de B et ¢ pourunn
donné, nous estimons B et ¢ dans la loi a priori par les valeurs qui
maximisent cette vraisemblance marginale.

Pour cela nous utilisons I’algorithme EM et la notion de données
incomplétes (Voir DEMPSTER, LAIRD et RUBIN (1977).

O/ mp,o)=
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a) Application de V'algorithme EM au probléme d'estimation de (B,c°). :

-

Les observations n = (n,,......... ,N,.) sont considérées comme données

incompletes, tandis que 6 =(4;,....., A%,
comme données manquantes.
Les données complétes seront donc :

X =(1,0) =Ry Ay Ao X A A A s A )

La densité associée aux données complétes peut s’écrire :

{—(1120 )[ZA -wz,l,j u, ;}}

co=|? -
0I].-¢u|:|/o_2:| . 5 b

b(x) = f(nt 6)}2m)""

et: a(tp) o "exp {—(1/202),6 Zu, }

On remarque que cette derniére appartient a la famllle exponentlelle les

Acn M Ay A, ) sONE VIS

flx1B.0)=

statistiques exhaustives pour ¢ sont : )
- |
Hx) = |(x):| _
| £,(x) 5
_ : i
E“e";ls,-
24 R
L ' : -

En appliquant I’algorithme EM, on aura :
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Le calcul des espérances conditionnelles

LR it 1]

tng = F ZHVA. /nﬂ(p} (p)]

ety

t(zp} = E ZA ,n;B(P},O-(P}]

nécessite une intégration par rapport a la loi a posteriori mais
matheureusement cette demiere ne posséde pas une forme simple. Donc
une approximation est inévitablement nécessaire :

on approche la loi a posterion par une normale de méme mode et dont le
logarithme présente la méme courbure en ce mode que le logarithme de
la vraie loi a posteriori. Dans ce cas, I’évalnation de la constante de
normalisation n’est pas nécessaire.

On suppose donc que sachant n, € suitune N(6",X") olt 8" est le mode a
posteriori et ¥*-' est définie par :




., 9log{1(8/n)g(6 Iﬂ,a)}
B 297 990

2
8=6"

il en résulte:

I}P} E[Zuvl lnﬁm {p}J | ’ | | |
,-__'Z'u,-vjE(lﬁln;ﬁ{”},G{")) | N
= Zu,.vjl;. | : T
-

ol A est I' estimateur de Bayes pour A, obtenu 2 la p™™ itération.

B = ZA’ / n; 7, a"”] . )
=.,zj’[var i, !n;ﬁ(p),a{!’)) + Ez'(l,-j /n;ﬁtp}'gt.o})] ” |

ENHEL

k=1 S
ot les o, sont les demiers rc éléments diagonaux de X"
Ainsi ! étape E de I' algorithme EM est éxécutée en prenant:

" = 22""1‘1':3 : __ SR

i=\ j=I

A = 22(%) +2‘7u

=l j=]

Remarque sur l'algorithme EM :

L’ algorithme EM appliqué a notre probléme converge extrémement
lentement. De plus, la solution n’est pas nécessairement unique. En fait,
les couples (o =0, B arbitraire) sont toujours des solutions.

~ b) Autre méthode approximative pour estimer (B,07)

~ On a vu précédemment que la loi de probabilité marginale était reliée a la
densité a posteriori par la relation : -

1(8/n)g(0/p,0)
ne/ nf.0)

On peut approcher m(n;8,0)en divisant le produit de la vraisemblance et ;
de la densnte a priori par I’ approximation normale de la densité a
posteriori utiliséé dans le paragraphe précédent. L approximation qui en |
résulte pour la distribution marginale est raisonnable lorsque

min,fB,.0)=

pour tout 8 (3)
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I’ approximation normale pour la loi a posteriori est évaluéeen g=6".
En utilisant cette substitution pour chaque terme de 8 dans (3), on

calcule numériquement la distribution marginale approchée pour une
grille de valeurs de (B,0)dans le but de déterminer approximativement la
valeur de (B.0) qui maximise la distribution marginale.

Dans cette 2&éme méthode, une trés large étendue de valeurs de (8,0)est
premiérement utilisée pour déterminer le comportement général de la
distribution marginale et voir la région dans laquelle son maximum

apparait. Puis une grille plus raffinée des valeurs de (8.0} est utilisée
pour miceux localiser ce maximum.

Pour les différents exemples étudiés par les auteurs, cette deuxiéme
approche et celle qui utilise I’algorithme EM donnent des résultats trés
similaires. Comme la convergence est lente avec 1’algorithme EM, il
s’avere que la seconde approximation est plus utile particulierement

lorsque @=0. D’ailleurs, une caractéristique intéressante de I’approche -
bayésienne empirique est que si I’ajustement par la méthode du
maximum de vraisemblance du modéle L x L donné par :

log m; =p+A; + 4] + B uy;
est exceptionnellement bon, alors la distribution marginale de n est
maximisée en une paire (8.0) pour laquelle 6=0 Lorsque ceci a lieu, on
présume que la valeur de B est identique a I’emv 3 pour le modele L x
L. Ce résultat donne une interprétation intéressante a la solution
empirique de Bayes :
Si le modele L x L s’ajuste extrémement bien, on peut estimer les
proportions de la table de contingence en utilisant les estimateurs des
fréquences espérées {;ﬁu} par la méthode du maximum de vraisemblance
appliquée directement A ce modele.

IV- EXEMPLES

Maintenant, on va appliquer les différentes méthodes discutées
précédemment aux données d’un tableau qui croise I’intensité de peur
dans les réves des enfants avec leurs dges. Pour cela, on considére un
échantillon de 223 garcons agés de 5 a 15 ans, et on choisit comme
scores u’ = (6; 8,5;10,5;12,5; 14,5 ) (les points milieux pour la variable
ageyet{ v;=j-35}

La table 1 contient les estimateurs des fréquences espérées {/, } pour les
différentes approches :




(1) les estimateurs basés sur les proportions d’échantillonnage {r?:,; = n,,}

(2) les estimateurs du maximum de vraisemblance obtenus 2 partirde ;-
I’ajustement par le modele L x L,

(3) les estimateurs obtenus a partir de ] approche empirique de BAYES

en utilisant la loi a priori normale N(f u,v
modeéle loglinéaire saturé.

fj’

) pour les {4, }dans le

e e om

TABLE -1-
AGE ESTIMATEUR INTENSITE DE PEUR DANS LES REVES |
Mains terrifiants trés terrifiants |y
- 1 2 3 4 '
5-7 1 7 4 3 7 |
2 4.80 3.39 523 758 |,
] 3 5.34 3.51 483 7131 |,
8-9 1 10 15 11 13 |
2 16.41 9.09 11.01 1250 |!
| 3 14.61 10.74 1098 12.66 |}
10- 11 1 23 9 11 7 s
2 21.41 9.76 973  9.10
3 22.09 9.51 9.87 8.54
12-13 1 28 9 12 10 )
2 30.72 11.53 946 729 |
3 29.67 11.02 10.22 8.09 |
14 - 15 1 32 5 4 3 :
2 26.67 8.24 557 353 |
3 28.29 7.22 509 341 |

Le modele L x L avec les scores indiqués ajuste assez bien ces données. .4

On trouve G2 = 14,6 pour dL=11 et ’emv de B est g =- 0,097 .
G2 = 14,6 étant le rapport de vraisemblance défini par :

G*=2X%n;log (n; /)
La valeur négative de f indique qu’il y a une association négative entre
nos deux variables catégorielles. En d’autres termes, I’intensité de peur
dans les réves tend a croitre dans le sens inverse de I’4ge des gargons.
Par conséquent, ce sont les enfants les plus jeunes qui ont tendance a

avoir les réves les plus terrifiants.
Pour |’approche bayésienne empirique, avec la loi a priori normale pour

les {4,}, ’algorithme EM produit 8=-0,092 et 6 = +0,184 .
L’approximation directe de la distribution marginale de n suggeére que
cette derniére est maximisée pour 8=-0,094et 0=+ (,187 ,
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La valeurde o relativement petite comparée a f u;v; refléte le bon
ajusternent obtenu avec le modele L x L |

Les valeurs f=-0,092 et o = + 0,184 sont utilisées dans la loi a priori
normale qui génere la distribution a posteriori correspondant aux -
estimateurs des fréquences espérées données dans la table. AR

Maintenant, on va considérer une autre table qui croise le niveau social et
économique des parents avec 1’état de santé mentale. les différents

estimateurs des fréquences espérées sont illustrés dans la table 2. IIs sont
basés sur :

(1) Les proportions d’échantillonnage.
(2) Les estimateurs du maximum de vraisemblance poar le modele U. |
(3) Les estimateurs empiriques de BAYES.

En fait, cette table est un exemple de données pour lesquelles I’approche
bayésienne empirique donne une loi a priori dégénérée (o = 0) et donc

les estimateurs des { %; } sont identiques aux estimateurs du maximum
de vraisembiance pour le modele U .

TABLE -2-

Etar de santé mentale  Estimateur Niveau social et économique des parents
A B C D E F
64 57 72 57 36 21
653 542 559 653 390 273
653 542 559 653 39.0 273
94 94 105 141 97 M
104.4 944 1072 137.0 89.6 68.8
1044 944 1072 137.0 89.6 68.8
58 54 65 77 54 54
502 499 617 864 618 52.0
502 499 61.7 864 61.8 52.0
46 40 60 94 78 171
421 459 622 953 7477 68.8
421 459 622 953 747 688

Bon

Symptémes légers

Symptomes modérés

Grave

W =W N =W N =W —

Le modele U ajuste les données extrémement bien. D’ailleurs , on trouve
G2=99 pourdL =14 et ’emv de B est:3= 0,091 .

Ici, "association entre les deux variables est positive et uniforme . Par
conséquent, 1’étude de cet exemple suggere que 1’état de santé¢ mentale
s'améliore avec le niveau social et économique des individus .




L’algorithme EM et I’approximation directe de la marginale de n donnent
des résultats similaires :
B=0,09 et 0 =0 pour la distribution a priori.
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