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- Abstract

Les modeles Arch sont introduit par Engle en 1982 a partir de la
prédiction de processus a erreurs conditionnellement hétéroscédastiques.
Tout en gardant I'hypothése d'un processus d'erreurs sphériques, 1ls font
référence a une variance conditionnelle changeant dans le temps comme
une fonction des carrés des réalisations antérieures du processus. Leur
capacité i prédire les événements futures est originale au sens ou ils
introduisent des intervalles de prévisions dépendant du temps. D'un point
de vue pratique, ils répondent & la modélisation de variables
économiques présentant une trés forte variabilit€. On se propose de
donner un apercu cu sur ces processus Arch tels que formulés dans le
papier d'Engle(1982) et de montrer comment 1ls sappliquent au taux
d'inflation dans le Grand Alger.

Mots clés : Arma, Hétéroscédasticité, Moments Conditionnels, Prédiction de precessus aléatoires.

Introduction

Il y a une vingtaine d'années, la modélisation des séries é&conomiques
(données financiéres et macroéconomiques) se faisait essentiellement par
le biais du moment conditionnel du premier ordre sans aucune référence
2 une dépendance temporelle des moments d'ordre supérieur. Cependant,
l'importance du risque et de 'incertitude dans la dynamique du
comportement des agents économiques a donné lieu a de nouvelles
théories économétriques permettant 1'introduction de moments de second
ordre dépendants du temps. Un exemple particulier dans ce sens est la
classe des modeles Arch due a Engle (1982).

Parallélement au succes di i 'utilisation de la moyenne conditionnelle
par rapport a a moyenne inconditionnelle dans la méthodologie des
modeles Arma, l'originalité des modeles Arch réside dans la distinction
entre les moments conditionnels et les moments inconditionnels au
second ordre. Tandis que la variance inconditionnelle de fa variable
d'intérét reste invariante dans le temps, la variance conditionnelle dépend
de facon non triviale de I'information antérieure.
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La nature exacte de cette dépendance est d'une importance capitale pour.
la modélisation des séries économiques telles que la rentabilité des
investissements, le prix des options, la structure 4 terme des taux d'intérét
et en général le comportement dynamique des prix. Dans les applications
pratiques, il est nécessaire d'avoir une idée a priori sur les irrégularités
pouvant conduire 4 une formulation Arch.

Présentation des modeles Arch 1
Supposons €, un processus aléatoire réel a temps discret de distribution
conditionnelle p(g /s < ¢)!. Alors, sous certaines conditions et
connaissant les réalisations passées du processus, c'est-a-dire les valeurs '
observées durant l'intervalle {5 </}, la prévision de la valeur du
processus a l'instant ¢ est stmplement sa moyenne conditionnelle

E(e, /s <1). C'est une valeur dépendant des réalisations antérieures 2 ¢.
Du raisonnement précédent, on peut aussi avancer, sans peine, que la

variance conditionnelle, V ar(e, /s <t), dépend du passé du processus. De
plus, ayant en téte, la définition d'une fonction aléatoire au sens
probabiliste du terme, I'espérance et la variance conditionnelles sont
toutes deux des variables aléatoires. |
Du point de vue variance, ce sont 1a des informations que la structure des
modeles d'économétrie classique ne font pas ressortir; I'on opere souvent
sous I'hypothése d'une variance de prévision constante ou dépendant de - ’
facteurs exogenes. C'est a ce sujet que répondent les modéles Arch |
introduits par Engle (1982). En fait, il met au point des processus
généralisant I'hypothese de variance constante, tout en proposant des
exemples sur ce que serait leur apport dans la modélisation des séries
économiques. | |
Ce sont des processus de moyenne nulle sans corrélation sérielle avec
homoscédasticité non-conditionnelle et hétéroscédasticité conditionnelle.
Pour expliquer comment les processus Arch sont introduit dans la
littérature statistique, considérons, a titre d'exemple, un processus
markovien d'ordre I, i.e, un processus dont la distribution

Ple,/s<t)=Ple,/€.) avec une structure A7('E =06, +4 ob uestun
processus gaussien N(O, 02) . On supposera de plus que le processus est

stationnaire, |¢|<1. 1l est clair que ¢, AN(O,OJ/(l-(bz)] et € /€, - N(ge_.0%).

I/ Le caleul est basé sur I'erreur qundratique moyenne entre Ia valeur exacte et Ja valeur estimée du processus.
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Autrement dit, l'utilisation de la distribution conditionnelle améliore la
qualité de l'intervalle de prévision dans le sens od, d'un coté l'information

passée est récupérée au moyen de ¢£,, et que de l'autre cOté 1'écart par
~ rapport a cette valeur est réduit de +a/(1- ¢’)azto.

Mais, venant 2 ndtre idée principale, pour quiconque désirant utiliser de
facon rationnelle I'information passée pour la connaissance de la valeur

. fuwre £,, remarquerait que la mémoire du processus n'apparait pas dans

I'écart-type de prévision, qu'il soit conditionnel ou non. C'est suite a cette
appréciation sur l'intervalle de prévision qu'une classe de modeles plus
générale devient nécessaire.

* A résoudre ce probléme, les premieres tentatives s'étaient limitées a
I'ntroduction d'un facteur exogéne x,_, pour expliquer le comportement
de la variance. Elles ont abouti 3 des modeles de distribution-type

P(y, /s <t,g,.h) ol les moments conditionnels sont fonction du facteur

exogene et d'un paramétre: E{y, /s < £)=g(x,.B) et var(y, /s< 1) = h(x,,¢)..
Ce sont des modeles ol l'intervalle de prévision est conditionné par
I'évolution du facteur exogene, soit une solution souvent non-réalisable
puisqu'elle exige la maitrise du facteur exogéne et peut, dans certaines
situations, conduire 2 des moments dépendant du temps se traduisant par
la non-stationnarité du processus.

Si le modéle moyenne est suffisamment €tudié, le modeéle vanance ne
Fest pas. Engle(1982), proposa, pour la premigre fois, une spécification
conséquente pour le modele vanance conditionnelle h, . Ii I'a défini
comme une fonction autorégressive des carrées des erreurs passées du

processus: 5, =@+ Q2+ +P,EL, avec €. = (¥es — g..) et p l'ordre
d'autorégression?. C'est d'ici que vient I'appellation processus
autorégressif conditionnellement hétéroscédastique Une autre fagon de
présenter ces processus consiste A considérer des erreurs

E, =\/I,u, ou u, est N(O;1). _
Désormais, on appellera processus conditionnellement hétéroscédastique,
tout processus £, vérifiant

Ee = 0;Ee’ = ¢*;Ee e, =0,Us#t et Ee?Is<t]=h,.

Lorsque A s’exprime comme une fonction linéaire des carrés des p erreurs
passées, on le notera Arch (p ). Ayant défini ce qu'est un processus Arch,
donnons maintenant quelques unes de ses propriétés particulieres.

2/ 1| faut remarguer que de grandes erveurs indujsent de grondes variances
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Faisant abstraction du modéle moyenne, les conditions de stationnarité
du processus des erreurs se ramenent 2 la stabilité de Fespérance de la

variance conditionnelle au moyen de la relatton E(e) = E[E(€/.)] . Ces

conditions sont formulées par des contraintes sur le parameétre ¢deR,
En effet, par definition nous avons:

E(e,)=0,E(g,€,)=0 pour s<t et E{e’)=Eh3.Pour p=1, ¢, >0 et ¢, 20,
Engle (1982) montre que le moment d'ordre 2k existe et est fini si et

- —k . . . . .
seulement st ¢ < [HL:@J - 1)] . Ainsi, la condition de stationnarité 4 est -

¢, <! au second ordre et ¢, <1/+3 au quatri¢me ordre >
Sous la condition de second ordre la variance conditionnelle converge

vers la vanance non-conditionnelle pour de grandes valeur de z. La

valeur limite est ¢,(1—¢,)” . Une autre propriété des processus Arch,
concerne la relation entre le moment d'ordre 4 et le moment d'ordre 2.

Toujours pour le cas p=1 et ¢, <1/ \/_ il est établi que le moment d'ordre:

4 est égal a 3(1- o7 )(1- 307 _I[Eé‘z] Il devient évident que pour ¢ =0, 1a
valeur du coefficient d'aplatissement est plus grand que celui de la loi
normale, d'ol aspect leptokurtique des processus Arch. L'identification
de I'ordre d'autorégression peut se faire a I'aide d'une fonction
d'autocorrélation des carrés des résidus des moindres carrés laquelle
nécessite la stabilité du moment du quatrie¢me ordre. Il s'en suit que les
propriétés du processus s'obtiennent aisément en utilisant la relation

E(e) = E[E(¢/)] et que pour de nombreuses fonctions # et plusieurs
valeurs du paramétre ¢, le processus des erreurs est stationnaire au sens
large. |

l."équation de la variance conditionnelle peut étre généralisée dans
plusieurs directions:

1/ introduction de retards échelonnés: A =h(e,_.x,_,.¢)}ous=12,.. etk=012..;
2/ combinaison entre solution d'Engle et solution traditionnelle:

hp = h;'(gf—a"¢.1r)' hx(x.r—k’¢k) »

/ !'.'I l:‘(l',’ fax r}] = E{F:,Eu,:]

A/ Ponn un processus Aredt d'ordre povérifiant $,>0.0 20(s=1..,p) e Z‘P, < | |a condition de stationarité
i wecond andee est hée ausx racine de Péquativn caraciéristigue associée aw modele variance; clle doivent éire en
ebions du duquc unitd. Lu avleur limite de ln varinpee conditionnelle est égale d la variance non-conditionnetle,

mit o{i Yol
8/ 1 fuust préciner icl qu'on s lnllmu ay moment du quatriéme ordre, parceque dans |'identification de I'ordre de

Vaunnegremion de ja variance conditionslle, on fait intervenir des sutocorréintions des carrés des erreurs.
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3/ inclure les valeurs passées de la variance conditionnelle (Bollerslev

1986) 4, = A, _,.h_,.9)
4/ des spécifications autre que linéaires, comme par exemple

' : Yot ¥, ‘-2- : —
I'exponentielle & ¢™” ** ou aussi en valeur absolue %o+ ole, -1,

D'un point de vue pratique les modeles de régression [2(x.:8) = xB] avec
des erreurs Arch (p=1), présentent un grand intérét, vu que leur capacité a
prédire les valeurs futures dépende d'une période a une autre 7. Un '
constat fait par McNess quatre années plutdt. 11 dit que de grandes

erreurs se suivent par de grandes erreurs de méme que les petites erreurs
se suivent par de petites erreurs avec des moments de rupture
d'amplitudes. C'est surtout dans les domaines financiers et monétaires
que des applications empiriques se sont multipliées.

Mais, ils peuvent aussi ressortir de modeles mal spécifiés. Pour un
échantillon de n observations, la distribution conjointe du processus peut ’
ne pas étre normale. Mais, étant donné que les erreurs sont supposées
non-corrélées et leurs distributions conditionnelies normales, on peut .
reconstituer la distribution conjointe comme le produit des
conditionnelles:

Pl 6,8, = Ple)P(e, /€ )PLE 1 €6, ) PLE, T E4E2 b} By terme de logarithme
de vraisemblance moyen, nous aurons: | |

| 1 & 2
L(El,Ez,...E") = "‘"2"103(27:) —EZ[loghf +%r_]

=1 1

Pour calculer 'estimateur du maximum de vraisembiance, il suffit de
maximiser la fonction L. Si nous prenons un

modele v, = g(x,,B)+¢€ o € =Jhu, avec h =h{c;9) et 4 de

distribution N {0,1) alors les conditions de premier et second ordre sont:

(AL 1< [ st € -h ok
D=5~ nz‘='|:£' ET TS aﬁ]
W )

JdL _ 1 n | E, —hf Q.IL
D=9 " nz’=‘\: 24} c?q)}

6/ Elle a I'avantage d'inclure toutes les valeurs possibles du paramétre ¢ , mais la variunce devient infinie dés
que au moins un ¢, n'est pas nul

1 Un constat Lus pan MeNess quatke années phutdt. 11 dit que de grundes erreurs ac suivent par dé yrandes ermeurs
e e gue Tes pentes cneuss se savent par de petites errears aves des moments de rupture d'amplitudes.
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H, =-
pp IBIP’ n<="| 2h7 3B 3P’ h, I P’

FPL 1 ] 1 ok ok,
H, =— == H—
i AP’ nz‘“' | 247 99 3¢’ }

PL 12.. -'E-,' 1 on dh 1 3, 83,}

Celles-ci conduisent a des estimateurs consistants, asymptdtiquement
non-corrélés et asymptdtiquement efficaces 8. La solution de

vraisemblance est donnée par la résolution du systéme D(8)=0 par
rapport au parameétre @ . D est la dérivée premiere de la vraisemblance au
point g ; on désignera aussi par -H sa dérivée seconde par rapporta g .
En général, vu la spécification du systéme D(8)=0, il n'existe pas de
méthodes donnant ses racines en fonction des valeurs observées de x et .
Mais puisque, les valeurs de x et y sont connues, il est alors possible, en
utilisant des algorithmes itératifs, de trouver des valeurs approchées des
racines avec un certain degré de précision.

Pour les modéles économétriques, lorsque sous 'hypothése
d'homoscédasticité, une solution de départ pour le modéle moyenne est

possible; la solution du maximum de vraisemblance g est déterminée a
partir de 1'algorithme de Newton-Raphson, soit: o

8'*' = 6" + H'(6").D(6").k =0,1,...

Pour dégager les propriétés asymptétiques de l'estimateur du maximum -
de vraisemblance, il faut considérer un développement de Taylor pour

- ) - ey . N _ -1
1)( @) au point exact 8,. Avec 9(9) = 0,1l vient que \/H(G - 60) =nH
i) 8,) et comme la variable aléatoire D( 8, ) est asymptdtiquemet
normale de moyenne nulle et de variance égale a la matrice d'information

de Fisher, disons Ry=E(DD"), on déduit que va(6 - 8,) > N(0.nH;'RH;')
13( 8,). C'est donc un estimateur sans biais convergent et
asymptdtiquement normale. Mais, puisque nous avons supposé la
normalité de la distnibution conditionnelle, nous obtenons H=R et donc

un estimateur asymptétiquement efficace 2. Lorsque la distribution
conditionnelle n'est pas normale, on calcule I'estimateur du pseudo-
maximum de vraisemblance. Ce dernier reste asymptdtiquement normal,
mais perd son efficacité. L'estimateur des moindres carrés généralisés du
pirrametre du modele moyenne est aussi le meilleur estimateur linéaire et
sans biais pour un modele s'exprimant par une régression linéaire.

H/ Notuns que Tes deux groupes de puraméires incorporés dans le modéle variance conditionnelle obéissent
rmenwnt & un schémn de composition binémre. )
9 L borne inléneur de Cannée Rao eat égale b 'inverse de | matrice R,




De plus, I'estimateur de sa variance est sans biais et convergent, mais 1l
est moins efficace que l'estimateur du pseudo-maximum de
vraisemblance. Venant a la détection de l'effet Arch, le test du
multiplicateur de Lagrange est le plus approprié. Le test est défini par

['hypothése nulle: H, = ¢, = ¢; =..= ¢, versus au moins un des parametres

¢, différent de zéro. La valeur critique s'obtient a partir de la dénivée
premiére du logarithme moyen de la vraisemblance et de 1a matrice
d'information de Fisher, soit respectivement D et R. Elle est donnce par
la formule suivante nD’R'D et suit une loi du khi-deux a p degrés de
liberté. Quand le nombre d'observations est assez grand, cette statistique
est asymptdtiquement équivalente a la quantité ar? ol n est le nombre

d'observations et #2 le coefficient de détermination de régression de

2

€

sur 1,e2,.5,.....e’, Les e, étant les résidus des moindres carrés

» .r_p

ordinaires appliqués au modele moyenne sous 'hypothese nulle.

3. Estimation de la moyenne et de la variance du taux
d'inflation dans le grand Alger

Nous disposons d'une série de 180 observations représentant le taux
d'inflation comme la variation mensuelle relative de I'indice des prix a la
consommation du Grand Alger depuis janvier 1982 jusqu'a décembre
1997. Les données sur V'indice des prix 4 la consommation sont extraites
de deux publications de la revue «Collection statistique» de 'Office
National des Statistiques. Ce sont les numéros 6/1988 et 73/ 1996.
Comme la série de l'indice est issue de deux générations différentes, la
base 1982 et la base 1989, nous avons repris sur Hamidi(1998),
I'approximation I4,()=0.581"" Iy (2) donnant une forme plus ou moins
homogene de la série. Nous avons réalis¢ nos calculs sur la variation
trimestrielle du taux d'inflation. Cette variable est désigné par y, dans le
texte et nous allons commencer par faire une représentation Arma. En
vertu du test de Dickey-Fuller augmenté, la série de la variation
trimestrielle du taux d'inflation est stationnaire. L'examen du
corrélogramme de la série construit avec un nombre de retards maximum

égal 2 44 et les bornes +2/+/177 , montre des retards autorégressifs
significatifs aux points 1, 3, 4 5 et 9 et des retards de moyenne mobile
aux points 1,2, 3 et 6. Ces derniers décroit de fagon sinusoidale. La
statistique de Ljung-Box pour la présence d'autocorrélation vaut 793.3
avec un risque d'erreur nulle. Vu la structure des retards et la valeur de
cette statistique, la régression de la série sur clie méme nous & anené &
retenir une représentation du type suivant:

1" : L
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Estimation des Moindres Carrés
Variables 1 ¥ Yeu €.

Coefficients  .039 883 —684 - 951
T - Student 793 161 =126 -39.2

DW =2.15 r* =0.7227 o :
C'est un modéle Arma (4,1) troué faisant apparaitre des retards d'ordre 2 .
et 4 pour la partie autorégressive et de 1 pour la partie moyenne mobile.
Les coefficients sont correctement estimés et les statistiques de Student |
montrent qu'ils sont significativement différents de zéro, soit un résultat
que confirme bien la valeur calculée de 166.1 de la statistique de Fisher.
II'est a constater aussi que les valeurs estimées des parameétres satisfont
aux conditions dc stationnarité et d'inversibilité du processus. Cependant
des tests de spécification remettent en cause I'homoscédasticité,
I'indépendance sérielle et la normalité des résidus des moindres carrés.
L'examen de I'histogramme des résidus des moindres carrés ordinaires
montre que pour ces derniers la moyenne, la variance, le coefficient
d'aplatissement et le coeffiecient d'asymétrie sont respectivement:
#=-1.729-10"Var(e) = (.031);K =5.597 et §=-.788 . Déja, selons les .
valeurs de 'asymétrie et de la kurtosis, nous n'avons pas a acceptera  *
priorl, I'hypothése de normalité des résidus, car nous sommes
rclativement certains qu'il existe une asymétrie, donc une non-linéarité |
des résidus, et que le coefficient d'aplatissement est nettement supérieur 2
la valeur 3 correspondant au cas d'une distribution normale. De fagon
précise, la statistique du test de normalité de Jarque-Berra vaut 68.057,
soit une valeur qui dépasse largement la valeur critique de 5.99 au seuil .
de 5\%, ce qui, chemin faisant, conduit a rejeter I'hypothése de normalité -
du processus des erreurs. Cette non-normalité proviendrait de la
dépendance temporelle de la variance, ce que nous verrons en effectuant
une représentation de type Arma avec des erreurs Arch proposée dans
Weiss(1984). L'examen de la fonction d'autocorrélation empirique des
carrés des résidus et 'application du test du multiplicateur de Lagrange
ont conduit 2 retenir un effet Arch linéaire de premier ordre. La
statistique du multiplicateur de Lagrange est de 17.301 avec une
probabilité d'erreur nulle. Parvenu a ce stade, nous avons donc un modele
Arma(4.1) avec les restrictions de nullité sur les paramétres affectés au
retards | et 3 et des erreurs suivant un processus Arch(1) linéaire. En
somme, six coefficients sont a estimer par la méthode du maximum de

vraisemblance. Ce sont les paramétres @,,a,,a, et §, pour le modéle

moycenne et ¢, ct ¢, pour le modele variance, soit:




y, =0+ @y, , T QY + P, +E,

ou € = ‘\M’u + ‘plesz-l“n'u: - N(0:1)

Logt= 23" [Logan(g, + giel.)+(6,+ el.) <l]

Le choix de la solution de départ a porté sur les résultats de la régression
par les moindres carrés ordinaires sur le modele contraint:

! = —.63347,8° = —.85075,4; =.00076 et ¢ =.00000.. Apres six itérations, ;
1a méthode du maximum de vraisemblance donne les estimations

suivantes:.
Estimation du Max de Vraisemblance

Paramétre o, a, o, B, ¢, ¢,
Estimation 0362 .9001 —.6424 —8693 .0007 .0615
T — Student 12.03 17.44 -13.67 9.642 7.195 0.578

Dw = 2018 r’ =0,7301 Log L=3752

4- Conclusion

La confrontation des résultats des deux approches conduit au constat
suivant. Pour la partie autorégressive du modele, I'estimation du
maximum de vraisemblance differe 1égerement de celle des moindres
carrés. En valeur absolue, elle accroit le coefficient du «court terme» et .
réduit celui du «long terme». L'effet dynamique augmente pour a, ct
diminue pour , . La constante (la variation autonome du taux
d'inflation) et le coefficient de la moyenne mobile sont peu modifiés. En
outre, la valeur (0.0578) de la statistique de Student pour le coefficient

¢, indique qu'il n'est pas significativement différent de zéro et qu'une
autre spécification Arch n'est plus nécessaire. Le coefficient est nettement
inférieur a 1, ce qui veut dire que l'effet Arch est détecté et commigé. Les
différents tests de spécification montrent qu'il n'y a plus de probleme
d'hétéroscédasticité, de corrélation sérielle ou de normalité dans les
nouveaux résidus. La variance reste stable et positive et Feffet Arch mis
en évidence dans lemodele Arma est résorbé.
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