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Résumé:
Tout dépendant des applications envisagées ct/ou de la préeision escomptée, chacun peut choisir « sa » définition de la distance
horizontale entre deux points. Le géodésien Burkholder en 1991 a donné quelques définitions de cette distance :

HD(1) = C’est un des cdtés de 1’angle droit dont la distance inclinée serait hypoténuse. I’autre étant la dénivelée. Burkholder déclare de
son c¢dté que c’est la distance horizontale des géomeétres, probablement par opposition de la distance horizontale des géodésiens. que
c’est la distance obtenue par GG P S, et en donne une définition ditlérente.

HID(2) = La distance entre les deux directions d’un fil a plomb selon le plan tangent a I'instrument.

FID(3) = I.a corde entre deux directions du fil a plomb en ces deux points. Les deux termes de la mesure élant au méme niveau et la
corde étant perpendiculaire a la verticale menée en son milieu.

HD(4) = La distance entre les direetions du fil & plomb entre ces deux points. 1¢ long d’une surface de niveau quelconque.

HIX(5) = la distance selon un arce situé au niveau moven des mers entre les directions du fil @ plomb entre ces deux points.

HD(6) = La distance selon la géodésique tracée sur un ellipsoide de révolution entre Ies directions du fil a plomb entre ces deux points.
HID(7) = La distance entre ces deux points dans une projection conforme.

On a choisit deux points géodésiques, assez €loignés pour que les diftérences soient appréciables, mais sans excés. on a calculé ces
distances, et quelques autres.

Abstracts:

Depending on the application and/or the preeision needed. one can choose « his » appropriate définition of the horizontal disance.
according to Burkholder (1991) the options are :

[ID(1) = One of the right angle component of the slope distance, the other being the elevations diflerence.

HD(2) = The distance between two plumb lines in a plane tangent o the earth at the instrument station.

HD(3) = The chord distance between two plumb lines. The two end points having the saine elevation and the chord is perpendicular to
the vertical only at its midpoint.

[ID(4) = The arc distance along some level surface between two plumb lines.
HD(5) = The arc distance at mean sea level surtace between two plumb lines.
HID(6) = The distance along the geodesic of a revolution ellipsoid surtace between two plumb lines.

HID(7) = The State Plane Grid distance between two points.
We have choosen two real geodetic points, not too close 1o obtain a ditference. not too far to remain realistic. and computed these
distances, and few others.
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I. Introduction

On parle souvent de la distance horizontale entre deux points en
oubliant de préciser laquelle, le géodésien Burkholder, en 1991,
en a donn¢ plusieurs, sept exactement, défimtions de cette
distance.

On a choisit deux points géodésiques assez €loignés pour que les
différences soient appréciables. mais sans exces. et on a caleulé
ces distances, et quelques autres. afin de montrer qu’il faut bien
définir ce terme, d’autant que pour des raisons ¢videntes ¢’est
cette distance qui sera reportce sur les cartes. La question 4 se
poscr. pour le géométre topographe. est laquelle apparaitra sur
mon plan ou ma carte. et pour 'utilisateur, laquelle suis-je
certain d’obtenir en vue de mes applications ?

On a choisit deux points géodésiques réels quelconques asscz
¢loignés . el on a caleulé les distances en fonction des définitions
de ce géodésien, plus quelques autres. Ces points sont connus
par leurs coordonnées géocentriques X Y Z.

Si on ne réduit pas la mesure & une surface de référence. ou si
les deux points ne sont pas 4 la méme altitude. la distance
horizontale de A a B sera différente de celle de B a A ! La plus
longue des deux appartient au terme de la mesure qui a la plus
haute altitude.

Dans la plupart des cas. en raison de I’altitude. de la hauteur du
géoide, la distance d'une projection plane est différente des
distances horizontales déerites ci-aprés.

HD(1-1)

Selon Burkholder ¢’est la distance horizontale des géomeétre
celle qui serait « donnée » par GPS, ce qui n’est pas évident
comme on va le voir.

Pour nous. ¢’est un des c6tés de I'angle droit dont la distance
inclinée serait I"hypoténuse. 'autre ¢tant la dénivelée figure 1.
Burkholder déclare pourtant que sa définition est la distance
horizontale des géometres, probablement par opposition de la
distance horizontale des géodésiens, et que c¢’est la distance
obtenue par G P S,

Nous allons done devoir calculer la distance inclinée entre les
deux points et nous le ferons grice a la formule trés connue de
notre leeteur. Mais 1l faut aussi connaitre la dénivelée. Pour cela
il faut sortir du domaine 3-D et se donner une surface de
référence en utilisant I'algorithme classique attribué a Helmert
de projection orthogonale du point 3-D sur l'ellipsoide de
référence. sa variante corrigée par Pizzetti n’est pas utile
en ce cas.

Pour passer des coordonnées géocentriques a la hauteur des
points au-dessus de [ellipsoide de référence on utilise les
formules suivantes [1]

3

On rappelle d’abord que la seconde excentricité, ¢, est
donnée par :

2 2
. a—b
€ =—
bz
On calcule la quantité auxiliaire :

AT

O = Arc:t‘s_,r(‘\/)(2 e .b)

L on utilise, souvent, une méthode itérative diflérente

Pu

On calcule ensuite la latitude d"Helmert

_ Z+e"bsin'(6)
b= I+ —e'.a.cos’(6)

avee N élant la grande normale:

az

B \Ja'.cos’(p,) +b.sin’(@,)

BT,

cos(¢,) :
HD(1-1)=\/Di* - (h,—h)’

l, enfin ,

Les deux points ont pour coordonnées géocentriques X Y Z et
pour hauteur mesurée par le NGT :

X Y 7
1- 4613.042.649 -107.632.929
2-4.627933.908 -121.226.353

h(mesure)
4.388.662 297 52,570
4372.718,217 59392

[a distance inclinée calculée est de 25.704. 950 m.
La distance horizontale calculée est de 25,704, 949 m.

HD(1-2)

Seulement, la méthode qu’on vient dutiliser n’est pas du tout
celle retenue par 1'auteur (Burkholder) qui considére d’abord
des coordonnées tri-rectangulaires locales centrées sur un des
points ou sur tout autre point retenu pour origine la figure 2
détaille ce nouveau référenticl. Le passage des coordonnées
géocentriques aux coordonnées locales 1"origine des coordon-
nées étant au point choisi. Ar en direction du Nord géographique
au point origine, Au suivant la verticale de "origine, Ae en
direction de I"Lst au point origine. A et étant les coordonnées
géographiques du point origine, AX, AEK AZ , sont les
différences de coordonnées géocentriques entre le point calculé
et le point choisi pour origine. se fait 4 |'aide des relations
suivantes :

Ae = —AX.sin(A)+ AY.cos(4),
An = -AX.sin(@).cos(1) — AY.sin(@).sin(A) + AZ.cos(p),
Au = AX.cos(p).cos(A) + AY.cos(p).sin(A) + AZ.sin(p)

selon "auteur cite, la distance horizontale entre le point origine
et le point choisi serait : | EE—
2 2
HD(1-2) = VA& + An

On remarque immédiatement que cette distance est différente de
la2acellede2a l. les coordonnées géographiques A et @ étant
elles-mémes différentes.

On obtient les résultats suivants :

Ae=-13.242.373
An=-22.031,387
Au=-45,026

un peu plus courte que la précédente

HID(1-2)=25.704911m. - évidemment
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HD(2-1)

C’est la distance entre deux directions des fils a plomb le long
d’un plan tangent a la station de D'instrument. Comme
d habitude, on place le plan tangent sur le point 1. Cela semble
facile, 1l suffit de calculer I'arc, puis le sinus de 1'arc, et le
multiplier par le rayon R en ce point .

HD(Z = I) = R-fg(S) » ce n’est pas aussi facile :
cos(s)=12 +12,+13,

1étant Ie vecteur normal

a I"ellipsoide au point 1. et i le vecteur normal a I"ellipsoide au
point 2, avee :
1, = cos(4).cos(p), 1, =sin(g),

méme chose pour le vecteur 2:

2, =sin(4,).c08(9,), 2, =cos(4,).cos(p,), 2,=sin(p,),

1, =sin(4,).cos(p),

Il faut, en cet instant, se rappeler que les coordonnées
geographiques L et @ sont des coordonnées ellipsoidales. et non
sphériques. et qu'en principe on ne sait pas faire des calculs
d’arc avec ce type de coordonnées, toutelois, le caleul de I'angle
entre deux vecteurs ci-dessus est tout a fait correct, pourvu
qu’on puisse caleuler le rayon moyen de "arc !

Normalement 1l faut transformer les coordonnées ellipsoidales
en coordonnées sphériques pour faire des caleuls de
trigonométrie. C’est un probleme classique de géodésie, c’est
pourquoi on va résumer les opérations. Soit une sphére de rayon
a ou a’, grand axe de I'ellipsoide de r¢férence ( a” peut &lre
différent du grand axe de I’ellipsoide mondial a et correspondre
au grand axe d’une équipotentielle théorique passant par le
chantier)[2] on a :

N .cos(¢) = a.cos(y), puis N = 2 avecw= J1-ésin'(p),
w

cos(y) =

COTEW tg(w)— 1g(9) et tg(qo)-— 1g(y)

yr est la latitude sphérique. On calcule. ensuite la différence de
longitude sphérique uvee

%
Aﬂ" = E-[ W. dﬂ, intégrale qu'on calcule par
"='1

la formule des trois niveaux :

d =i 28

étant la valeur de w au milieu du segment 1-2. w est fonction de
la latitude sphérique en ce point W

- tg(w1)+rg(%)
2.cos( ))

on substitue

1g(y,

Al a AL' sans erreur supéricure a celle introduite par I’emploi
de la formule des trois niveaux pour I'intégration. On peut
entreprendre le caleul de I'are par la trigonométrie sphérique.
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En ce point deux méthodes sont possibles, ['une utilise pour
rayon de la sphére tangente R au point | le rayon moyen
terrestre Rm de GRS 80 auquel on ajoute la hauteur du point au
dessus de ellipsoide he : R=R + h, . Dans ce premier cas, il
suffit de calculer 'arc par les "formules de la trigonométrie
sphérique.

Dans le second on veut raffiner le calcul de R en caleulant la
courbure moyenne de I'ellipsoide au point 1 et dans la direction
1-2 par la formule d"Euler. On reviendra sur ce second cas dans
le paragraphe suivant,

Pour calculer I’are, qui est généralement petit. on ne peut utiliser
la formule traditionnelle qui donne le cosinus de ’are s qui
serait trop imprécise. On proposera une formule qui pourrait
étre assimilée a « une relation de Pythagore dans le
domaine spherique ».

sin' (= ) sin (l'{'f2 l"‘/')+3uvr ( 4 )cos‘(%;—w')

—sin’( L4 ; id ).sin’ (

.s‘m(% 'P’.) A, sm(

:_’lu), si on pose:
|) B co ('r"/ 2IIV|) C

sr‘n’(i) =S, S=A+C.B-A.B, sin(s)=2.JS~1-8

Toutefois, il y a encore plus simple. mais avec une recherche
supplémentaire de la valeur d une ligne trigonométrique :

'f‘/‘ffa

sin ( Y=sin'( )+sin’(l'2ﬁl" ).cos(y,).cos(w,)

sin’ (W’ "V') A, sin ('1 A') B,cos(y,) = C,cos(y,)=D

s:‘nl(i) =S, S=A+B.C.D, sin(s)=2~S.1-§
On peut utiliser comme rayon terrestre moyen celui donne dans

GRS 80 :
R =6371008.771m soit R

2.a'+b'

3

dans notre cas. pour affiner

! ’

. . ot 2.a+t .
le résultat, on peut méme choisir R==——=7—On verra que ¢’est
une mauvaise solution, a éviler, car on a_ aprés caleul

HD 2-1=25.721,48 m.

HD (2-2)

On essaie d’estimer correctement le rayon d’une sphére qui soit
concentrique a la sphére paramétrique et passant par le point 1
( on pourrait faire la méme opération avec une sphére passant
par le point 2),

Comme I"origine des coordonnées correspond au centre de la

sphére paramétrique ona: R = X !2 § }1” i le on obtient
alors :R ;= 6.368.053,393m puis HD (2-2) = 25.709,316m

comme contréle on a calculé I'arc s 4 "aide d’une formule
diftérente des précédentes, d’abord on a calcule

sin(AA'
1g(A4z,,) = ( : ) =
1g(y,).cos(y,) —sin(y,).cos(AL'")
["azimut 1-2 par: les
puis sin(s) = Sm(A.;“ Jeos(,)
sin(Az, )

résultats donnent neuf chiflres identiques 8§ = 0,00403721111
radian. treés suffisants pour nos calculs & huit chiffres
significatifs.



On voit que le probléme se situe dans le «rayon» a adopter
HD (3)

Cette longueur sera celle de la corde joignant les deux points, ou
plutdt la corde joignant le point 1 et la direction du fil a plomb
en 2. la corde ¢tant perpendiculaire a la verticale passant par son
milieu, ¢’est & dire. en gros. a la bissectrice de I'angle s, on a
done la relation :

HD(3)=2.R.sin( ';— ). en reprenant les mémes rayons

HD 3-1=25721,303m
HD 3-2=25709,159m

que ci-dessus on aura

HD (4)

Cette longueur sera celle d’un arc circulaire le long d’une
surface de niveau entre les deux points. Comme d’habitude on
choisit une felle surface passant par 1(sachant qu’on pourrait
tout aussi bien prendre celle passant par 2). On a la relation :
HD( 4)= R.s en reprenant les mémes rayons qui
ci-dessus onaura HJ) 4-1=25.721,321m
HD 4-2=25.709,176 m, donc des résultats

comparables a ceux qui précedent.

I1. Calculs utilisant l1a latitude géocentrique

On pourrait également envisager utiliser la latitude et la
longitude géocentriques L et M.
12

b
Ona: tg(lﬁmz) = ?‘tg(w

mauvaise solution

HD (5)

) ¢'est. hélas, une

Tou2

Cette longueur sera celle d’un arc quelconque le long du niveau
de la mer entre les deux points. On peut utiliser une des
méthodes de calcul qui est la solution du probléme inverse en
géedésicz.

On passe. comme expliqué en HD (2-1), des ¢éléments
ellipsoidanx a leurs homologues sphériques sur la sphere
paramétrique. puis on caleule I’are s sur la sphere paramétrique
selon une des deux formules trigonométriques indiquées. Enfin.
on retourne a ’ellipsoide, on a en effet

52 dS

arc=a'.N1-e".[—, soit

arc=a' Nl-e" .—.(—+—+—)

on peut done poser :

- =$(l+i+i)

W W, W,

avec a’ grand axe de I'équipotenticlle passant par le niveau
moyen des mers au lieu considéré®, soit environ 4920 m au
dessus de I'ellipsoide et e sa premiére excentricité, voir [2]

on obtient : HD (3) =25.704,604 m au niveau de la mer. ¢t

25.704, 604

—= =6.366. 921,1 25m ce rayon «moyen»
0,00403721111 : : :
est ¢videmment plus petit que ceux qu’on avait précédemment
adoptés, et est une extrapolation pour le moins hardie car
on pourrait, comme cela s’est fait, tout aussi bien corriger
I"angle s !

menen

Toutefois cette méthode donnerait, parait-il, des résultats exacts

au millioniéme, ce qui parait exacl dans les comparaisons qui

vont suivre”.

HD (6)

C’est la distance sur une géodésique de Dellipsoide entre les

verticales de deux points. C’est un calcul géodésique complet

qu’on a d¢ja exposé dans [3]. Les résultats sont répertorics dans

le paragraphe ci-apres réserve a cet effet.

HD (7)

C’est la distance sur une représentation plane, dans ce premicr

cas on a adopté les coordonnées de Lambert ITI données dans le

répertoire :
X1=304.316,11
Y1= 168.444,32

X2=290.105,42 DX=-14.210,69
Y2=147.027,89 DY=-21.41643

HD (7-1) = 25.702,280m

Pour comparaison. les coordonnées Lambert 93 calculées
donneraient :

X1= 350.864,468 X2=336.526,743
Y1=6.303.766,567 Y2=6.281.329,962

HD (7-2) = 25.789,502 m

III. La correction des latitudes en fonction de la
hauteur du point

On a longuement développé ce sujet [2] @ En raison de la
courbure, méme tres légére, de la verticale, la latitude d’un point
varie en fonetion de sa hauteur par rapport au référentiel choisi ;
st on change de référentiel, on change la latitude du point, d ol
I'importance de ce choix. Notons tout de suite que cela n’affecte
nullement les longitudes. On a insisté sur ce point dans le choix
d’un référentiel de chantier par opposition au référenticl GRS 80
qui est souvent trop loin du chantier (50 m plus "altitude en
France). ce qui introduit une erreur d’échelle souvent génante
pour les utilisateurs. En dehors du choix du référentiel. si deux
points sont situés a des hauteurs différentes leurs dilférences de
latitudes ne seront pas exactement celles données par la formule
de Helmert AQQH = ¢H2 = CDHI. Certes, la différence est
faible, et généralement négligée, mais elle représente. tout de
méme, sous nos latitudes (457), 0,53 m pour une dénivelée de
100 m. et méme 0,053 m pour 10 m. ce qui est souvent
incompatible avec la précision des mesures actuelles !
I’exemple qu'on a choisi n’introduit qu’une erreur de 4em sur
les latitudes : ¢videmment. cette erreur n’affectait pas les
comparaisons [ailes.

Le probléme direct en géodésie vise a calculer les coordonnées géographiques d'un point inconnu a partir de celles d'un point connu , de la distance et de 1’azimut enire
les deux points, en revanche, le probléme inverse vise a calculer la distance et 'azimut entre deux points connus par leurs coordonnées géographiques.

3

de cet article, d’ailleurs ce sont des classiques.

4 . 5 g i .
Dans certains ouvrages on anmonce le mm pour 60 Km, cela parait trés exagéré !

I existe des méthodes d’intégration plus précises, telles que 'intégration itérative par les intégrales de Wallis. elles sont trop longues a exposer et sortiraient de 1 objet
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Cc_l‘tc correction ¢st due a Pizzetti (Dp = (DH, elle a la valeur
suivante :

@, —Q, = —f—hSln(z(p) en radian. R est le

*
R
rayon moven de la terre. donn¢ par GRS 80, h la hauteur du
point au-dessus du référenticl choisi et £* Iaplatissement
gravitaire, donné par GRS 80:

Fr=2e Ve _ 0005302440112
.

y @ gravité au pole, y al'équateur . On a done:
P e

dA@.R = —f*.dh.sin(2.¢)- avec dh diflérence de niveau
entre les deux points. et si on fait un caleul d’erreur trés
simplifié. les angles étant petits. on obtient :

as= %.dAgD,R ol ds est I’écart linéaire.
8
Dans I'exemple qui nous intéresse. 'erreur commise en
n’appliquant pas la correction de Pizzetti n’est pas totalement
négligeable. elle est de 'ordre de -3,11 cm. Evidemment, elle
affecte presque également tous les résultats qu’on a donnés.

Resultats

Si on repart en arriére. en adoptant peut étre un peu trop
« hardiment » la valeur de « R moven » calculé en HD 5 pour le
rayon en 1, on aurait :

HD 2 =25.704,744 m plan tangent a la sphere en 1

HD 3 =25.704,586 m corde de la sphere en |

HD 4 =25.704,796 m arc sur surface de niveau de 1

HD 5=25.704,777 m arc au niveau de la mer

HD 6 -1 =25.704,766 m géodésique au niveau de la mer
HD 6-2 = 25.704,785 m géodésique au niveau de |

HD 6-3 = 25,704,575 m géodésique au niveau de
l'ellipsoide

HD 7-1=25.702, 280 m Lambert 111

HD 7-2 =25.789.502 m Lambert 93

Rappel :

HD 1-1 =25.704,949m

distances réduites a I'horizontale.

HD 1-2 =25.704,911 m

mais pas au niveau zéro, la seconde est celle du géodésien qui a
eu I'idée et le mérite de rappeler ces différences importantes.
Toutefois les caleuls initiaux &taient toul aussi bien
correctement menés

HD 2-2=25709,316 m
HD 3-2=25.709,159 m

Conclusion

La conclusion s'impose d’elle-méme : Compte fenu des
précisions atteintes aujourd’hui par les instruments de mesurcs,
il faut bien définir ce qu’on appelle distance horizontale entre
deux points. La topographie comporte. comme la géodésie. des
dénominations simples. mais souvent fort ambigués. qui
méritent toujours d"étre clairement définies !

Rappelons que pour Burkholder la « vraie » distance horizontale
serait celle donnée en 1-2 : il a. depuis, béti tout un systéme de
représentation de la réalité 3-D sur la base d’un tridimensionnel
local (e. n. u). Pour nous. et pour les usages du topographe de
chantier, ce serait la distance 6-2. a laquelle on aurait appliqué
la correction de Pizzetti. qui donnerait la valeur la plus proche
de la distance qui serait « chainée » horizontalement au sol. a
partir de 1. entre le point 1 et la verticale de 2.
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