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Modélisation par la méthode asymptotique
des problemes de contact

M. Tarfaoui', N. Terfaya®, A. Benzegaou®
! Laboratoire L2ME, Université de Bechar, Algérie
Z Laboratoire FIMAS, Université de Bechar, Algérie

Résumeé — Le travail proposé, entre dans le cadre de la modélisation des problémes de contact et
de frottement entre un corps élastique et une fondation rigide. L objectif principal est d’associer
une méthode de perturbation a la méthode des éléments finis et de développer une méthode
asymptotique permet a la fois la résolution du probléme de contact avec présence du frottement.

Mots clés: Contact, frottement, méthode asymptotique, méthode des éléments finis, dynamique

des structures, méthode de flexibilité.

I. Introduction

Dans le présent travail, nous présenterons la résolution
des problémes de contact avec frottement par la méthode
asymptotique. Le concept de base de cette méthode
repose sur la formulation des déplacements sous forme de
séries entieres d’ordre p en fonction du temps. Pour étre
capable de traiter des problémes d’intérét industriel qui
font intervenir le contact, on doit disposer a des
algorithmes. Ceci nous ameéne a poser le probléme d’une
maniere suffisamment générale et souple, qui offre un
choix de méthodes de résolution des équations
d’équilibre en présence du contact [1], [2], [3].

I1. Formulation de contact

Pour étudier la cinématique du contact dans le repéere
du contacteur A, on considére un point P“de son
contour I", au voisinage de I’obstacle B . La projection
orthogonale du point P“ sur la surface de I’obstacle I'y
définit au point P’, qui sera ’origine du repére local
(t,,n,t,) li¢ a I'obstacle. Le vecteur unitaire N orienté

vers extérieur de ' est normal a sa surface en P’.

Les deux vecteurs unitaires T, et T, sont orthogonaux a
N “Figure 1.”.

Les équations d’équilibre des corps en contact sont

exprimées dans le repére global XYZ . Le déplacement
relatif du contacteur par rapport a I’obstacle est défini par

U=AX, —AX,, (2)

Copyright © 2013 Journal of Science Research - All rights reserved.

Contacteur A

Obstacle B
Figure 1. Géométrie du probleme.

ou AXPa et AX,. sont les déplacements globaux du

point de contact et de sa projection sur la surface de
I’obstacle.

Il existe un opérateur linéaire H qui permet de
transformer les composantes des déplacements relatifs
globaux dans le repére local.

u=HX)"U, R=H(X)r )

11.1. Lois de contact unilatéral

Au cours de I’évolution de contact, il n’y a pas de
pénétration des corps 1’un dans I’autre. Cette condition
est exprimée par :

x >0 3)

n

C’est une condition de contact statique qui exprime
que chaque point du corps élastique en contact ne doit
pas coller au solide rigide. Cette condition exprime par :

r,>0 4)

Lorsque le point n’est pas en contact, sa réaction
normale est nulle. Cette condition est définie par :
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xr =0 (5)

Ces conditions peuvent étre résumées sous la forme
des conditions de Signorini.

X, =20,r,20,x,r, =0 (6)
11.2. Loi de frottement

Une loi de frottement est généralement caractérisée par
un critére d’adhérence, une régle de glissement est une
condition de complémentarité [4]. Le modéle de
Coulomb s’écrit :

Il < f, |
[f.] < f.|= v, =0 )

[fl = =fl v, /lval

11.3. Equations des écarts entre les neeuds de contact

On propose une méthode de flexibilité qui est
appropriée pour résoudre ce probléme localement non
linéaire. Quand le contact se produit, n'importe quelle
paire de nceuds de contact peut étre dans trois états
suivant — non contact, adhérence ou glissement.
L’¢équation complémentaire d’équilibre des deux corps

Q, et Q, est:
KU=F, +R (8)

ou K est la matrice de rigidité, U est le vecteur de
déplacement des nceuds de €O, et Q,, F_ . estle

vecteur des charges extérieures et R est le vecteur des
forces de contact. Le déplacement di aux forces de
contact peut étre exprimé comme :

U=K'R+K™'F,, 9)
et

UT:<UIT u,” Uy U2T> (10)

avec U, est le vecteur de déplacements des nceuds de
Q, candidats au contact (respectivement U.,), U] est

le vecteur de déplacements des autres nceuds de €2

(respectivement U;). Le vecteur des écarts est défini
par :

Copyright © 2013 Journal of Science Research - All rights reserved.

AX=U, -U, +AX, (11)

ou AX, est le vecteur initial des écarts. Le vecteur des
écarts peut étre exprimé de la maniére suivante :

AX=WR + X, +AX, (12)

free

avec X, est le vecteur des écarts résultant des charges

extérieures et W est la matrice de flexibilité. Le
processus itératif est procédé jusqu' a tous les conditions
de contact sont satisfaites et alors toutes les forces de
contact R sont obtenues. Nous introduisons leurs
valeurs dans (8), on obtiendra le champ de déplacement.

11.4. Calcul de la matrice de flexibilité

La méthode de résolution des inégalités de contact et
de frottement que nous avons choisi, nécessite
I’utilisation de la matrice de flexibilité qui exprime les
déplacements des nceuds du maillage dus a des forces
unitaires appliquées aux nceuds candidats au contact.
Cette matrice a la forme suivante :

1n

W W W
21 22 W2n
w=l " (13)
anl an2 . ann

ol les matrices W*” sont définies (2x2) en 2D et (3x3)
en 3D, expriment l’influence des modifications des

réactions de contact r” au nceud Pﬁ, sur le

déplacement du point candidat P“ dans son repére
local. La colonne j de la matrice de flexibilité est obtenue
par :

we =H (K?1%) (14)

avec |“ est le vecteur correspond & une force unitaire
dans I’une des directions t ou N dans le repere local de

P“ [5].
I11. Formulation de la méthode

asymptotique

L’utilisation de la méthode asymptotique nous permet
de résoudre des équations différentielles du type [6], [7],

[8]:
MU(t) + Cu(t) + Ku(t) = F(t) (15)
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ou M, C et K représentent respectivement les matrices de
masse, d’amortissement et de rigidité. L’expression
exacte du déplacement en série s’écrit comme :

u®) =>u;t! =uy +ut+uyt? +oru tt+.. (16)
=0

Les vecteurs U; sont inconnus, indépendants du

temps qui servent & la construction des polynémes
d’ordre p. Nous pouvons a 1’aide de I’équation (16),
obtenir 1’équation de la vitesse et accélération.

0 = ju,t ™ a@ = Y i -u t? @
-1 j=2

A Tinstant initial t =0, nous permettons d’obtenir les
vecteurs contenant les conditions initiales :

ut=0)=u,, ut=0)=u, (18)

Le vecteur des forces nodales doit aussi étre converti
en série entiére, d’ou :

F(t) = ithi (19)
j=0

En substituant (16), (17) et (19) dans (15) et
appliquons le principe des travaux virtuels, nous pouvons
obtenir récursivement les vecteurs de coefficients :

1

== M* —(p— - 20
u, p(p—l)M (F,[F2 (p-DCu,, KuH) (20)

Nous ne pouvons pas calculer tous les termes de la
série U(t), nous approchons la solution par la série

tronquée a un ordre p. Nous pouvons maintenant
assembler la solution sous forme de polynéme [9].

p )
u(t) =Y ut! =ug +ut+u,t® +..+u t? (21)
j=0

En reportant (21) dans les équations d’équilibre, nous
obtenons le résidu :

Res(t) =Res, ,t**+Res tP - > Fit! (22

j=p+1

I11.1. Critere de convergence

L’utilisation d’une série limitée nous oblige a utiliser le
polynéme dans un certain rayon, appeler rayon de
convergence. L’objectif de la présente section est de
déterminer la limite au dela de laquelle la série diverge

Copyright © 2013 Journal of Science Research - All rights reserved.

[10], [11]. Nous appellerons cette limite le temps critique
t

crit

“u(térit + T)Ordrep - u(térit + z-)ordrep—l“

Hu(t;rit + ) orgrep — U(tlm)\ -

En négligeant les termes d’ordre supérieur, on réduit
(23) comme :

(23)

Juse?
- <¢&

e = @

Si Uy, U, etesont connus, nous pouvons déterminer

i+1

le temps critique t;, , d’ou:
1
tit=l¢ Jua] Jlu| =0, p=1 (25)
Jus

Lorsque la vitesse initiale est nulle, nous devons donc
utiliser le vecteur U, et réajuster (25) a cette contrainte
[12].

1
o[ el

crit ’ p * 2 (26)
Ju

50



M. Tarfaoui, N. Terfaya, A. Benzegaou

IV. Algorithme de résolution

e Calcul des matrices M,C,K et M™
. Conditions initiales U, et U,

e Introduire P, Npas, hy, 4,10 €

e Création du F™

e i=0,t=0,t . =0

1 erit

—>e Pour iX:l,NpaS
—»e Tant que t=<t.,
1 .
e Res=———(F>,—(j—)Cu, , —Ku;
J(j—l)( i-2 (J ) i-1 ]—2)
.- FR-—1_R
iG-9

-1
e u;=M7(Res+F,)

+1i
crit

P
i _ j

. u(tcm+r)—2ujr

j=0

. Nouveau polyndme
i+1

Up =u(t =t

u =t =t

crit
. Nouvelle branche

e Calcul du ¢t

hd Xiip =4

. Calcul des réactions de contact.
L Stop.

. Fin.

Figure 2. Algorithme de résolution.

V. Application

Un corps élastique candidat d’entrer en contact avec
un obstacle rigide sous I’effet d’une force de compression
égale 3 300 N (Fig. 3), I’écart entre les deux solides est
1mm, le module de Young E =10"2N/mm?, Ie
coefficient de Poisson v =0,3 et la masse volumique
p=10""N/mm?® [13], [14].

Le corps déformable est discrétisé par 16 éléments, la
surface de contact est constituée de 5 nceuds. Nous

choisissons un élément quadratique a 4 nceuds “Figure
3.7

20 mm

300Nl

<
20 mm

A B C

D E t’ mm

Figure 3. Corps élastique/Obstacle rigide.

- Coefficient de frottement ¢z =0

Copyright © 2013 Journal of Science Research - All rights reserved.

Le nceud C entre en premier lieu en contact avec
I’obstacle puis il reste en état d’adhérence. Cela se traduit
par un déplacement tangentiel nul et une réaction normale
positive “Figure 4. (a)”, “Figure 4. (b)”.

—=— Noeud A
—— Noeud B
—A— Noeud C
—w— Noeud D

Noeud E
p=8, Npas=100
Ttot=15s
Eps=1.E-4
pu=0.

Déplacements normaux (mm)

-1,0 4 ha A Xyttt

T T T T
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0

Pas de chargement

Figure 4. (a). Pas de chargement/Déplacements normaux.

0,5

p=8, Npas=100
Ttot=15s
Eps=1.E-4
p=0.

Déplacements tangentiels (mm)

00 0,2 04 06 08 1,0
Pas de chargement

Figure 4. (b). Pas de chargement/Déplacements tangentiels.

Les nceuds B et D rentrent en contact et glissent sur
I’obstacle cela se traduit que leurs déplacements
tangentiels sont non constants et leurs réactions normales
sont positives. Les nceuds A et E sont libres, c-a-d que
leurs réactions normales sont nulles, ce qui signifie que
les conditions de Signorini sont vérifiées. Les réactions
tangentielles pour tous les nceuds sont nulles suite au
coefficient de frottement nul, ce qui Vvérifie la loi de
Coulomb. Par raison de symétrie, nous avons pour les
deux nceuds B et D des déplacements normaux et
réactions normales égaux, ainsi que des déplacements
tangentiels de méme valeur mais de sens opposé. D’une
fagon analogue pour les nceuds A et E.

- Coefficient de frottement ¢ = 0,3

Suite  aux interprétations  précédentes,  nous
remarquerons clairement concernant les nceuds B et D
que les déplacements tangentiels deviennent constants,
autrement dit, que leurs vitesses de glissement sont nuls,
c-a-d que I’état d’adhérence est vérifié “Figure 5. (a)”.
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0,0

-0,4

-0,6
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—=— Noeud A
—=e— Noeud B
—&— Noeud C
—w— Noeud D

Noeud E
p=8, Npas=100
Ttot=15 s
Eps=1.E-4
p=0.3
\
\A '\

0,0

0,

2

T
0,4

T T T
0,6 0,8 1.0

Pas de chargement

Figure 5. (a). Pas de chargement/Déplacements normaux.

Or, les réactions tangentielles vérifient 1’inéquation
||rt || < ,u||rn || on peut dire que ces derniéres incluent
intégralement dans le cone de Coulomb “Figure 5. (b)”.

Finalement, il faut signaler qu’aucune pénétration n’a
été détectée et la stabilité de notre algorithme est
performante.

05+

0,4

0,34

—V—V—V—V—¥—

e
v

—=— Noeud A
—e— Noeud B

B
< 024 Y
% v —=A— Noeud C
£ 014 v/v/' —v— Noeud D
S v Noeud E
% 0,0 «‘<¥—A—A—A—A—A—A—A—A—A—A—A—A—A—A—A—A—A—A— p:S
" S _
g 014 <2 NN Npas=100
3 I Ttot=15's
5 02 e, Eps=1E-4
& S el u=0.3
2 03] B A
a} St

0,4+ [l BT

0.5 T T T T T

0,0 02 04 06 08 10

Pas de chargement

Figure 5. (b). Pas de chargement/Déplacements tangentiels.

VI.

Notre schéma de résolution des problémes de contact
avec frottement étant acceptable. Les lois de contact
unilatéral et la loi de frottement peuvent aussi facilement
injecter en combinaison avec la méthode asymptotique.
Chaque itération de contact fait une résolution du systéme
réduit. La méthode asymptotique permet de déterminer
les solutions du probleme avec un nombre réduit de
polynémes, ce qui correspond & un gain important de
calcul. D’autre part, D’application de la méthode
asymptotique aux problémes de contact avec frottement
nous a permis de développer les forces de contact en
séries entieres et d’appliquer la technique de
perturbation. Par conséquent, le pas de chargement varie
de maniére adaptative avec le temps critique le long de la
branche solution. Cependant, la précision des résultats
dépend de la tolérance et de 1’ordre du polyndme.

Conclusion

Copyright © 2013 Journal of Science Research - All rights reserved.
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