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Abstract:

This contribution focuses on the development of functional thinking at
the beginning of secondary school. We present a two-dimensional
epistemological model to analyse the institutional choices that prepare
students (14-15 years old) for the notions of variable, dependence,
correspondence, covariation, and graph. The first dimension of analysis is of
a historical-epistemological nature and aims to trace the history of these
notions by questioning the conditions of their emergence and the conceptual
obstacles encountered. The second dimension is didactic and deals with the
teaching-learning process of these notions in the elementary algebraic
framework. We refer to the process of external didactic transposition to
analyse the knowledge and the knowledge to be taught around these
algebraic-functional knowledge objects by taking the example of the
Tunisian educational system at the transition from junior high to high school.

Introduction :

Les approches denseignement de l'algebre paraissent souvent
différentes, plus ou moins fonctionnelles ou équationnelles, selon les
pays, et pas toujours explicites. Dans un premier temps, les éleves
découvrent un nouveau processus a travers des activités d'anticipation
a la notion de variable par un travail sur les formules. Celles-ci,
souvent considérées comme des abréviations de procedures a
appliquer, permettent non seulement une premiére entrée dans le
calcul littéral dés I'enseignement primaire, mais constitue souvent une
assise pour developper certains aspects fonctionnels et le calcul
associé. En effet, ce qui caractérise la pensée fonctionnelle, par
opposition a la pensée arithmétique puis algébrique, est l'intégration
d'une variation continue de la variable, par contraste avec les
phénomenes « discrets » étudiés antérieurement dans le cursus
scolaire des éleves. Dans cette transition, au sein du domaine
algébrique, 1’éléve est amené a concevoir le nouveau statut de la lettre
comme variable, a se détacher progressivement du calcul littéral et de
la résolution d'équations et d'inéquations pour approcher les concepts
de variable et de variation. L'analyse des programmes d'algebre des
réformes successives de I'enseignement secondaire tunisien (Ben
Nejma, 2009, 2012, 2018, 2020, 2021) a permis de mettre en avant
une évolution récente des savoirs algébriques enseignés au niveau du
secondaire en Tunisie. Ces savoirs prendraient une forme plus
dynamique (liée a la notion de fonction) au travers de la derniere
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réforme du curriculum (2004), forme qui semble se rattacher
intuitivement a la notion de « variable », par opposition a la notion
«d’inconnue» caractérisant une forme plus statique des savoirs
enseignés auparavant en algebre, dans les périodes d’enseignement
précédentes. Ces points de vue « dynamique » et « statique » de
I'enseignement de l'algébre se donnent notamment a voir a travers une
imbrication des themes d'études développées autour des « équations »
et des « fonctions linéaires et affines ». Cette imbrication semble
possible grace a, d’une part, larticulation de différents registres
sémiotiques (Duval, 1993) et, d’autre part, I'omniprésence du registre
graphique et la prépondérance des situations issues du cadre des
grandeurs. Ces constats nous ont conduits a approfondir I’étude et a
affiner notre questionnement autour des formes plus ou moins «
statique » ou « dynamique » du domaine algebrique en explorant la
maniére dont la notion de variable a émerge et s'est développeée au fil
de I'histoire, et le rapport qu'il pourrait y avoir avec l'enseignement
tunisien.

I. Cadre Theorique

Ce travail (Ben Nejma, 2020) se situe ainsi dans la lignée des
travaux en didactique des mathématiques qui s’inscrivent dans le
cadre de la théorie anthropologique de la didactique. Cette théorisation
renforce I’importance de 1’étude des lieux de transmission des savoirs
et plus globalement, les dimensions sociale et culturelle de la
production scientifique. (Dorier, 2015) Nous remontons ainsi aux
origines du processus de transposition didactique, du savoir savant
jusqu’a la production du savoir a enseigner. La TAD permet de
modéliser toute pratique humaine ou sociale en termes de praxéologie
(Chevallard, 1998). Celle-ci se décline en des organisations
mathématiques qui permettent de décrire et d’analyser toute activité
mathématique en la décomposant en un quadruplet (tache, technique,
technologie et théorie). Selon ce modele, les pratiques institutionnelles
peuvent étre analysées par un découpage en un systeme de taches (t)
appartenant a des types de taches (T) (Bosch et Chevallard, 1999).
Toute tache t est accomplie au moyen d’une technique. Chaque
technique est justifiée a son tour par une technologie. Celle-ci
correspond a un discours rationnel qui permet d’expliquer la
technique. Finalement, toute technologie repose elle-méme sur les
fondements d’une théorie (Chevallard, 1998). Ce cadre est enrichi par
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des travaux en didactique de I’algébre qui se basent sur une revue de
littérature autour de la construction historigue des notions
élémentaires qui caractérisent la pensée fonctionnelle (Charbonneau,
1987 ; Passaro, 2015 ; Radford, 2006, 2014 ; Serfati, 1997 ;
Youschkevitch, 1981). Cela caractérisera le savoir savant du point de
vue de la transposition didactique de ces notions. La seconde partie
présente des résultats relatif a une analyse institutionnelle conduite
dans le systeme éducatif tunisien sur la base ressources officielles
(programme et manuel) pour le niveau de premiere année du cycle
secondaire (€léves de 14-15 ans). Nous prenons appui sur des travaux
de chercheurs (Assude et al., 2012 ; Coulange et al., 2012 ; Robert,
2018 ; Ruiz-Munzon et al,, 2012 ; Schliemann et al., 2012) qui
présentent des proximités dans I’approche de I’enseignement de ces
notions, au regard de la spécificité des savoirs algébriques en jeu.

Il. Methodologie

Notre méthodologie est conduite selon deux dimension d’analyse
du processus de transposition didactique, une dimension historico-
épistemologique qui conduit a identifier les conditions et les obstacles
épistemologiques liés a I’avancée des connaissances autour du
développement des aspects fonctionnels caractérisant ainsi le savoir
savant. Le recours a l'histoire dans les recherches en didactique de
I'algebre a constitué un point d'entrée pour de nombreux travaux dans
ce domaine (Kieran, 1992 ; Kieran et al., 2016 ; Radford, 2006 ; Sfard,
1997). Cette analyse peut étre mise en rapport avec les obstacles
didactiques rencontrées dans I’histoire permettant de produire des
modeéles didactiques de situations qui prennent en compte toutes les
conditions pertinentes de la construction des savoirs. La dimension
didactigue aborde la dialectique algébrique/fonctionnel dans
I’enseignement secondaire et les difficultés rencontrées par les éléves
pour développer la pensée fonctionnelle. Certaines recherches ont
tenté d’apporter une caractérisation dans 1’objectif d’analyser certains
choix curriculaires. Robert (2018) apporte une caractérisation de la
pensee fonctionnelle sur la base de quelques approches Radford
(1996, 2006, 2014), comme une maniére de penser dans des activités
faisant intervenir la notion de fonction (activités fonctionnelles) de
maniéere explicite ou implicite a travers les différents sens de la
fonction. Quelles sont les caractéristiques des organisations
mathématiques développées autour des notions de variable,
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dependance fonctionnelle, correspondance, variation et covariation
dans le manuel tunisien de 1%° année secondaire ? Quel
rapprochement avec le modéle épistémologique de référence ?

I11. Principaux résultats : du savoir savant au savoir a enseigner

Les aspects fonctionnels relatifs a la notion de variable, variation et
covariation ont émergé dans une problématique modélisation de
phénoménes  physiques, mouvements, vitesse, cinématique.
Progressivement, le caractére intuitif géométrique de cette notion
laisse place au symbolisme analytique et algébrique. En effet, le
dégagement des considérations physiques va permettre une
introduction formelle du concept de fonction, basé sur la notion
centrale de variable. Exprimée d’abord par une formule algébrique
dans la premiére moitié du XVIllle siécle, la définition de la notion de
fonction se genéralise a des expressions différentes dans la seconde
moitié du XVIlle siécle. L’analyse montre que c’est sur 1’idée de
dépendance qu’est basé le concept de fonction (variable), mais c’est
également par 1’idée de variation et la mathématisation du temps qu’il
a pu se développer ; c’est ’adjonction de ces deux aspects qui a
permis cette genese. L’approche ensembliste de ce concept par une
mise en correspondance, terme a terme, des éléments de deux
ensembles évacue cette idée de variation et se rattache a la théorie des
ensembles. L’introduction de la fonctionnalité par I’intermédiaire des
équations constitue une étape importante dans le développement des
mathématiques. Le lieu d’articulation entre équation et fonction fut le
cadre des grandeurs, particulierement « les courbes géométriques »
retenues par Descartes a 1’époque. C’est la premiere fois qu’une
équation entre x et y (donc a deux inconnues) permet de faire émerger
une relation de dépendance fonctionnelle entre quantités variables.
L’obtention d’une longueur par I’intermédiaire d’une autre par des
opérations algébriques est liée a la théorie des proportions exactes. Du
point de vue du savoir a enseigner La notion de variable émerge de
situations qui réferent en général au continu geométrique, par le biais
d’une figure et d’un point variant sur un segment ou une courbe (cote,
aréte ou arc de cercle). La distance d’un point variable & un point fixe
est modélisée par un réel x, et c’est a partir d’une formule entre
grandeurs qu’une relation fonctionnelle implicite entre variables est
établie. Dans ce cas, les activités proposées prétent souvent a
confusion entre les statuts d’inconnue et de variable. Toutefois 'usage
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implicite du concept de variable est convoqué non pas a travers le
concept de fonction, mais par le biais de celui de formule.
L’appréhension globale du sens de variation d'une fonction est
généralement amorcée par des situations de vitesse selon laquelle une
trajectoire donnée est représentée dans un repere donné ou dans un
champ quadrillé. Cela se rapproche de ce que I'on a pu observer a
I’époque d’Oresme, motivant I’introduction des graphiques et des
fonctions, chez Leibniz et Newton, associées systématiquement a des
courbes parcourues en fonction du temps. Cependant, ce choix
classique des situations proposées dans le manuel peut, selon certaines
études, constituer un obstacle a la perception du concept de variation.
En effet, Sierpinska (1992) évoque 1’omniprésence du temps qui porte
a penser que toute fonction est une fonction du temps, c’est-a-dire que
la variable indépendante est forcément le temps. La plupart des
formules en jeu dans les situations géométriques du manuel présentent
des liens de proportionnalité entre grandeurs. Or, bien que cette
approche permette de depasser le réductionnisme du registre
algébrique par des situations ou interviennent simultanément plusieurs
variables et plusieurs formes de dépendance, elle est susceptible de
freiner I'appréhension d'un modele non linéaire et présente le risque de
généraliser certaines proprietés de linéarité a des fonctions usuelles
quelconques. Au-dela de la notion de formule, on doit penser le
passage du mode de pensee algébrique a un mode de pensée
fonctionnelle en termes de variation. Or, dans la plupart des problemes
proposes a l’entrée au lycée, I'éleve est amené a accomplir des
transformations algébriques dépourvues de sens, sans un contrdle des
résultats. Dans le contexte de grandeurs physiques, il est possible d’y
remédier au moyen de formules de types affine ou polynomiale. Les
activités fondées sur 1’é¢tude des relations de dépendances entre
grandeurs ou mesures mettent en avant une modélisation fonctionnelle
qui permet de relier implicitement un domaine initial d'existence des
grandeurs (le systéme physique) et le modele mathématique (les
fonctions mathématiques). Les activités suggérées par l'expression de
la valeur d’une grandeur et par I'exploration de la variation entre
grandeurs permettent de conceptualiser certains aspects de la penseée,
mais laissent peu de choix a I'éleve pour quantifier des dépendances
fonctionnelles.
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IVV. Conclusions

Cette recherche (Ben Nejma, 2020, 2022 a paraitre) propose un
modele épistémologique permettant d’analyser les pratiques
institutionnelles développées autour de la pensée fonctionnelle au
début du secondaire. Cette analyse bidimensionnelle permet d’aborder
la problématique des choix transpositifs des institutions scolaires
autour d’objets fonctionnels au regard de leur développement
historique. Du point de vue du développement du curriculum, se
posent, a notre avis, une question importante, le « comment » débuter
un enseignement favorisant une entrée dans la pensée fonctionnelle.
En effet, I’algébre est un levier pour développer une approche
« dynamique » des objets algébriques. Toutefois, si l'on s'appuie
uniquement sur le symbolisme algébrique et les notions souvent
abordées (proportionnalite, formule, linéarité) avec les calculs
associés, on pourrait venir bloquer le développement conceptuel de
certains aspects du cadre analytique. Il nous semble qu’une approche
interdisciplinaire entre mathématique et sciences physiques pourrait
favoriser 1’émergence de cette approche dans un contexte de
modélisation plus active.
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